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Resumo Uma das aplicac¸o˜es mais importantes da Teoria Espetral dos Grafos
na a´rea da Qu´ımica esta´ relacionada com a correspondeˆncia muito
estreita existente entre a energia pi − electron de uma mole´cula e os
valores pro´prios do grafo que a representa. Esta correspondeˆncia por si
so´ e´ motivac¸a˜o suficiente para o estudo da energia dos grafos. Nesta
dissertac¸a˜o, para ale´m de se introduzirem os conceitos e terminologia
ba´sicos da Teoria dos Grafos necessa´rios para o estudo da energia (que
se define como sendo a soma dos valores absolutos dos valores pro´prios
de um grafo), determinam-se as expresso˜es para a energia de algumas
classes de grafos. Adicionalmente, apresentam-se va´rios majorantes e
minorantes para energia dos grafos e, por u´ltimo estudam-se os grafos
hiperenerge´ticos e hipoenerge´ticos.

Keywords Energy of a graph; hyperenergetic graph; hypoenergetic graph;
eigenvalues of a graph.
Abstract One of the most important applications of Spectral Graph Theory
in Chemistry is related with the thin correspondence between the
pi − electron energy of a molecule and the eigenvalues of the graph
which represents the molecule. This correspondence is a sufficient
motivation for the study of graph energy. In this work, besides the
introduction of concepts and the basic terminology of Graph Theory
needed for the study of the energy (which is defined as the sum of the
absolute values of the eigenvalues of a graph), mathematical expres-
sions for some classes of graphs are determined. Furthermore, several
upper and lower bounds for the energy of graphs are presented and the
hyperenergetic and hypoenergetic graphs are analyzed.

“Daria tudo o que sei,
por metade do que ignoro.”
– Rene´ Descartes
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Tabela de S´ımbolos
Rn Espac¸o linear sobre R dos vectores de dimensa˜o n, com
elementos em R, escritos sob a forma de matriz-coluna.
|.| Valor absoluto em R.
‖.‖ Norma vetorial em C.
In Matriz identidade de ordem n.
On1×n2 Matriz de ordem n1×n2 cujas entradas sa˜o todas iguais
a 0.
Jn Matriz de ordem n cujas entradas sa˜o todas iguais a 1.
AT Matriz transposta de A.
Ak Matriz poteˆncia de ordem k da matriz A.
tr(A) Trac¸o de A.
det(A) Determinante de A.
PG(λ) Polino´mio caracter´ıstico do grafo G.
λi i-e´simo valor pro´prio de um grafo.
(λ,x) Par pro´prio do grafo G.
V (G) Conjunto dos ve´rtices do grafo G.
E(G) Conjunto das arestas do grafo G.
∅ Conjunto vazio.
i ∼ j Ve´rtice i adjacente com o ve´rtice j.
ij Aresta formada pelos ve´rtices i e j.
G′ ⊂ G G′ e´ um subgrafo de G.
G1 ∼= G2 Os grafos G1 e G2 sa˜o isomorfos.
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Tabela de S´ımbolos
G1 ∪G2 Unia˜o dos grafos G1 e G2.
Kn Grafo completo com n ve´rtices.
Kr,s Grafo bipartido completo.
Pn Caminho com n ve´rtices.
Cn Ciclo com n ve´rtices.
grafo-(n,m) Grafo com n ve´rtices e m arestas.
Sn Estrela com n ve´rtices.
L(G) Grafo linha do grafo G.
G Grafo complementar do grafo G.
aG Grafo formado por a co´pias de G.
Hn Hiperoctaedro com n ve´rtices.
A(G) Matriz de adjaceˆncia do grafo G.
D(G) Matriz diagonal cujas entradas diagonais sa˜o os graus
dos ve´rtices do grafo G.
aij Entrada (i, j) da matriz A(G).
R(G) Matriz de incideˆncia do grafo G.
di Grau do ve´rtice i do grafo G.
Ni Conjunto dos ve´rtices adjacentes ao ve´rtice i do grafo
G.
E(G) Energia do grafo G.
sin (α) Seno do aˆngulo α.
cos (α) Cosseno do aˆngulo α.
Cfn Grafo confereˆncia com n ve´rtices.
∆(G) Grau ma´ximo do grafo G.
δ (G) Nu´mero de ve´rtices pendentes do grafo G.
f ′ Primeira derivada da func¸a˜o f .
Mk(G) k-e´simo momento espetral do grafo G.
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
Nesta introduc¸a˜o apresentam-se conceitos e resultados ba´sicos, e terminologia necessa´rios
da Teoria dos Grafos para compreender esta dissertac¸a˜o.
Para tornar este texto o mais autocontido poss´ıvel, para va´rios resultados cla´ssicos
apresentam-se as respetivas demonstrac¸o˜es. Por razo˜es de espac¸o, ao longo deste texto
omitem-se algumas demonstrac¸o˜es que no entanto podem ser encontradas nas refereˆncias
que se apresentam.
Um grafo G = (V (G), E(G)) esta´ definido pelo seu conjunto de ve´rtices V (G) e pelo
seu conjunto de arestas E(G). A cardinalidade de V (G) e´ chamada a ordem de G e a
cardinalidade de E(G) o tamanho de G. Um grafo com m arestas e n ve´rtices designa-se
grafo-(n,m). Num grafo na˜o orientado, E(G) e´ um conjunto de pares na˜o ordenados
de ve´rtices. Diz-se que o grafo G e´ vazio se V (G) = ∅, trivial se |V (G)| = 1, e nulo se
E(G) = ∅.
Dois ve´rtices i, j ∈ V (G) sa˜o adjacentes, e escreve-se i ∼ j, quando esta˜o ligados por
uma aresta ij ∈ E(G). Seja Ni = {j ∈ V (G) : j ∼ i}, o conjunto de ve´rtices adjacentes
ao ve´rtice i. O grau do ve´rtice i, denotado por di, e´ a cardinalidade do conjunto Ni. Se
di = 0, i diz-se ve´rtice isolado.
Um lacete e´ uma aresta que tem ambos os extremos num mesmo ve´rtice, e arestas
paralelas sa˜o arestas que teˆm os ve´rtices extremos iguais. Ao longo deste texto so´ se
consideram grafos simples, ou seja, sem arestas paralelas nem lacetes, e na˜o orientados.
Definic¸a˜o 1.1 [1] Seja G = (V (G), E(G)) um grafo. Quando G′ = (V (G′), E(G′)) e´ um
grafo satisfazendo V (G′) ⊂ V (G) e E(G′) ⊂ E(G) escreve-se G′ ⊂ G e diz-se que G′ e´ um
subgrafo de G. Quando G′ ⊂ G e´ tal que dois ve´rtices sa˜o adjacentes em G′ se e somente
se eles sa˜o adjacentes em G, diz-se que G′ e´ um subgrafo induzido de G.
Na seguinte definic¸a˜o apresentam-se alguns tipos especiais de grafos que aparecera˜o ao
longo deste texto (ver por exemplo [1, 24]).
Definic¸a˜o 1.2 Um grafo completo de ordem n, Kn, e´ um grafo em que cada par de
ve´rtices sa˜o adjacentes. O nu´mero de arestas de Kn e´ igual a
n(n−1)
2
.
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Um grafo G e´ chamado grafo regular de grau k ou k-regular se todos os ve´rtices
de G teˆm grau k.
Dado um grafo G, designa-se por passeio em G entre os ve´rtices i e j, a toda a
sequeˆncia na˜o vazia de ve´rtices e arestas da forma
i = v0, v0v1, v1, . . . , vk−1, vk−1vk, vk = j,
com eventual repetic¸a˜o de ve´rtices e arestas, onde os ve´rtices v0 e vk sa˜o ve´rtices extremos
do passeio (chamados ve´rtices inicial e final do passeio, respetivamente). Se o grafo e´
simples, enta˜o um passeio fica completamente determinado pela sequeˆncia dos sucessivos
ve´rtices. O comprimento do passeio e´ dado pelo nu´mero de arestas que este percorre.
Um trajeto num grafo e´ um passeio sem arestas repetidas, e um caminho e´ um
passeio sem ve´rtices repetidos com eventual excec¸a˜o dos ve´rtices inicial e final. Denota-se
um caminho com n ve´rtices por Pn. Um caminho que comece e acabe no mesmo ve´rtice
designa-se por ciclo. Denota-se um ciclo com n ve´rtices por Cn.
Um grafo diz-se conexo se entre cada par de ve´rtices existe um caminho que os une.
Caso contra´rio diz-se na˜o conexo ou desconexo.
Se G e´ um grafo desconexo, diz-se que G′ ⊂ G e´ uma componente conexa de G
quando G′ e´ um grafo conexo e na˜o existe um grafo conexo H ⊂ G tal que G′ ⊂ H e
G′ 6= H.
Um grafo conexo e sem ciclos e´ uma a´rvore, enquanto um grafo desconexo e sem ciclos
e´ chamado floresta. Note-se que uma a´rvore de ordem n tem tamanho m = n− 1.
Um grafo-(n,m) G e´ chamado unic´ıclico, bic´ıclico e tric´ıclico se G e´ simples e
conexo com m = n, m = n+ 1, e m = n+ 2, respetivamente.
Um grafo G = (V (G), E(G)) diz-se bipartido se existe uma partic¸a˜o do conjunto de
ve´rtices V (G) = V1(G)
·∪ V2(G) tal que para todo ij ∈ E(G) se tem i ∈ V1(G) e j ∈ V2(G).
Se V (G) = V1(G)
·∪ V2(G) com |V1| = r e |V2| = s, tal que para todo i ∈ V1(G) e
todo j ∈ V2(G), se tem ij ∈ E(G), enta˜o G = (V (G), E(G)) e´ chamado grafo bipartido
completo, e escreve-se G = Kr,s. Um grafo bipartido completo com n ve´rtices da forma
K1,n−1 designa-se por grafo estrela e e´ denotado por Sn.
Constro´i-se o grafo linha L(G) de um grafo G tomando as arestas de G como ve´rtices
de L(G) e ligando dois ve´rtices de L(G) quando as arestas correspondentes em G possu´ırem
um ve´rtice comum. E´ fa´cil ver que se G e´ um grafo regular de grau k enta˜o L(G) e´ um
grafo regular de grau 2k − 2.
O grafo complementar de um grafo G = (V (G), E(G)) e´ o grafo G =
(
V (G), E(G)
)
,
onde V (G) = V (G) e ij ∈ E(G) quando ij /∈ E(G). E´ claro que E(G) ∪ E(G) = E (Kn),
logo, se |V (G)| = n,
|E(G)|+ ∣∣E(G)∣∣ = |E (Kn)| = n (n− 1)
2
. (1.1)
Dados dois grafos G1 = (V (G1), E(G1)) e G2 = (V (G2), E(G2)) com V (G1)∩V (G2) =
∅, a sua unia˜o e´ o grafo G1 ∪G2 que tem conjunto de ve´rtices V (G1)∪ V (G2) e conjunto
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de arestas E(G1) ∪ E(G2). Para qualquer grafo conexo G, escreve-se aG para indicar o
grafo que e´ a unia˜o de a co´pias de G.
Seja G o grafo formado pela unia˜o de s co´pias de K2. O grafo complementar de G, com
n = 2s ve´rtices, e´ chamado hiperoctaedro ou cocktail party graph e denotado por Hn.
Note-se que Hn e´ um grafo regular de grau n − 2. De (1.1), o nu´mero de arestas de Hn
vem dado por
|E (Hn)| = |E (K2s)| − |E (sK2)|
=
2s (2s− 1)
2
− s
= 2s (s− 1)
= n
(n
2
− 1
)
.
Para ilustrar o anterior, considere-se H6 apresentado na Figura 1.1 que tem 12 = 6
(
6
2
− 1)
arestas.
H63K2
Figura 1.1:
Definic¸a˜o 1.3 [1] Dois grafos, G1 e G2 sa˜o isomorfos, e escreve-se G1 ∼= G2, quando
existe uma correspondeˆncia biun´ıvoca entre os seus conjuntos de ve´rtices de modo que as
adjaceˆncias sejam preservadas.
Definic¸a˜o 1.4 [1] A matriz de adjaceˆncia de um grafo-(n,m) G, denotada por A(G),
e´ a matriz real sime´trica de ordem n cujas entradas aij sa˜o:
aij =
{
1 se ij ∈ E(G) para i, j ∈ V (G);
0 caso contra´rio.
Definic¸a˜o 1.5 [1] O polino´mio caracter´ıstico da matriz de adjaceˆncia A(G) de um grafo
G, ou seja, det(λI −A(G)), e´ donominado polino´mio caracter´ıstico de G e donotado
por PG(λ); λ e´ um valor pro´prio do grafo G quando λ e´ uma raiz de PG(λ). O vetor
x 6= 0 satisfazendo A(G)x = λx e´ chamado vetor pro´prio de G, e qualquer par (λ,x) e´
chamado par pro´prio de G.
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Exemplo 1.1 Para o grafo da Figura 1.2, a matriz de adjaceˆncia e´
A(G) =

0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
1 0 1 0 1 0
 .
Definic¸a˜o 1.6 [17] A matriz de incideˆncia de um grafo-(n,m) G, denotada por R(G),
e´ a matriz de ordem m× n cujas entradas sa˜o:
rij =
{
1 se ei e´ uma aresta incidente no ve´rtice j;
0 caso contra´rio.
Exemplo 1.2 Para o grafo da Figura 1.2, a matriz de incideˆncia e´
R(G) =

1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 1
0 0 1 0 0 1
0 1 1 0 0 0
0 0 1 1 0 0
 .
1
2 3 4
56e1 e2
e3
e4 e5
Figura 1.2: Grafo G
Seja G um grafo simples na˜o orientado, com n ve´rtices e m arestas, e seja A = A (G) =
(aij) , i, j = 1, . . . , n, a matriz de adjaceˆncia de G. Os valores pro´prios λ1, λ2, . . . , λn de
A sa˜o considerados por ordem na˜o crescente e sa˜o designados por valores pro´prios de G.
Dado que A e´ uma matriz sime´trica com trac¸o igual a zero, estes valores pro´prios sa˜o reais
e a sua soma e´ igual a zero. Assim, tem-se que
λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn e λ1 + λ2 + · · ·+ λn = 0.
Adicionalmente, pode afirmar-se que se G tem pelo menos uma aresta enta˜o λ1 ≥ 1 e
λn ≤ −1. Na verdade, λ1 = 1 se e so´ se todas as componentes conexas de G sa˜o grafos
completos.
Um resultado cla´ssico e´ o seguinte, ver por exemplo [3].
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Proposic¸a˜o 1.1 [3] Sejam G um grafo-(n,m), A = A (G) a matriz de adjaceˆncia de G e
λ1, λ2, . . . , λn os seus valores pro´prios. Enta˜o,
2m = tr(A2) =
n∑
i=1
λ2i (1.2)
Demonstrac¸a˜o. Seja A = A (G) = (aij) , i, j = 1, . . . , n, a matriz de adjaceˆncia do grafo
G.
A =

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...
...
. . .
...
an1 an2 . . . ann
 .
A entrada (i, j) da matriz A2 e´ dada por
n∑
k=1
aikakj.
Em particular, dado que A e´ sime´trica, a entrada (i, i) de A2 e´
n∑
k=1
aikaki =
n∑
k=1
a2ik.
Logo, o trac¸o de A2 e´
tr(A2) =
n∑
i=1
n∑
k=1
a2ik
= a211 + a
2
12 + a
2
13 + · · ·+ a21n
+a221 + a
2
22 + a
2
23 + · · ·+ a22n
+a231 + a
2
32 + a
2
33 + · · ·+ a23n
+ · · ·
+a2n1 + a
2
n2 + a
2
n3 + · · ·+ a2nn.
Dado que aii = 0 ∀i = 1, . . . , n e aij = aji, ∀i, j = 1, . . . , n tem-se que
tr(A2) = 2a212 + 2a
2
13 + · · ·+ 2a21n
+2a223 + · · ·+ 2a22n
+2a234 + · · ·+ 2a23n
+ · · ·
+2a2n−1n
= 2
(
a212 + a
2
13 + · · ·+ a21n + a223 + · · ·+ a22n + a234 + · · ·+ a23n + · · ·+ a2n−1n
)
.
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Se os ve´rtices i e j sa˜o adjacentes, enta˜o a2ij = 1, consequentemente o trac¸o de A
2 vai ser
igual a duas vezes o nu´mero de arestas do grafo, ou seja:
tr(A2) = 2m. (1.3)
Assim,
n∑
i=1
λ2i = tr(A
2) = 2m.
2
Observac¸a˜o 1.1 Note-se que, as entradas diagonais da matriz A2 correspondem ao nu´mero
de passeios de comprimento 2 que comec¸am e acabam no ve´rtice i, ou seja, o grau do ve´rtice
i, para i = 1, . . . , n (ver [7, pag. 14, Prop. 1.3.4 ]). Assim, a equac¸a˜o tr(A2) = 2m, diz-
nos que a soma dos graus dos ve´rtices de G e´ igual ao dobro do nu´mero de arestas. Ou
seja, se d = (d1, d2, . . . , dn) e´ a sequeˆncia dos graus dos ve´rtices de G, enta˜o
n∑
i=1
di = 2m,
onde n e m sa˜o a ordem e o tamanho de G, respetivamente.
Proposic¸a˜o 1.2 [3] Sejam G um grafo-(n,m), A = A (G) a matriz de adjaceˆncia de G e
λ1, λ2, . . . , λn os seus valores pro´prios. Enta˜o,∑
1≤i<j≤n
λiλj = −m.
Demonstrac¸a˜o. Seja φA (x) o polino´mio caracter´ıstico de A:
φA (x) = det(xIn − A)
= xn + p1x
n−1 + p2xn−2 + · · ·+ pn−1x+ pn.
Pelo Me´todo de Leverrier [28], os coeficientes de φA (x) veˆm dados pelas seguintes relac¸o˜es
p1 = −s1
p2 =
1
2
(s2 + p1s1)
...
pn = − 1
n
(sn + p1sn−1 + · · ·+ pn−1s1) ,
onde s1, s2, . . . , sn sa˜o tais que
s1 = tr(A)
s2 = tr(A
2)
...
sn = tr(A
n).
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Considerando o coeficiente de xn−2 no polino´mio caracter´ıstico φA (x) , tem-se que:
p2 =
1
2
(s2 + p1s1)
=
1
2
(s2 + (−s1) s1)
=
1
2
(
s2 − s21
)
=
1
2
(
tr(A2)− (tr(A))2)
=
1
2
(
λ21 + λ
2
2 + · · ·+ λ2n − (λ1 + λ2 + · · ·+ λn) (λ1 + λ2 + · · ·+ λn)
)
=
1
2
[λ21 + λ
2
2 + · · ·+ λ2n
− (λ21 + λ1λ2 + · · ·+ λ1λn + λ2λ1 + λ22 + · · ·+ λ2λn + · · ·+ λnλ1 + λnλ2 + · · ·+ λ2n)]
= −1
2
(2λ1λ2 + 2λ1λ3 + · · ·+ 2λ1λn + 2λ2λ3 + 2λ2λ4 + · · ·+ 2λ2λn + · · ·+ 2λn−1λn)
= − (λ1λ2 + λ1λ3 + · · ·+ λ1λn + λ2λ3 + λ2λ4 + · · ·+ λ2λn + · · ·+ λn−1λn)
= −
∑
1≤i<j≤n
λiλj. (1.4)
Por outro lado, de acordo com (1.3), tr(A2) = 2m. Enta˜o,
p2 =
1
2
(
tr(A2)− (tr(A))2)
=
1
2
(2m− 0)
= m. (1.5)
Consequentemente, de acordo com (1.4) e (1.5),∑
1≤i<j≤n
λiλj = −m.
2
Proposic¸a˜o 1.3 [1] Seja G um grafo bipartido, enta˜o λ e´ um valor pro´prio de G se e
somente se −λ e´ valor pro´prio de G.
Demonstrac¸a˜o. Suponha-se que G e´ um grafo bipartido que admite a bipartic¸a˜o do
conjunto de ve´rtices
V1 = {1, 2, . . . , n1} e V2 = {n1 + 1, n1 + 2, . . . , n = n1 + n2} .
Com esta etiquetagem do conjunto dos ve´rtices, a matriz de adjaceˆncia de G tem a forma
A(G) =
[
0 M
MT 0
]
.
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Considere-se o produto[−In1 0
0 In2
]
A(G)
[−In1 0
0 In2
]
=
[−In1 0
0 In2
] [
0 M
MT 0
] [−In1 0
0 In2
]
=
[
0 −M
MT 0
] [−In1 0
0 In2
]
=
[
0 −M
−MT 0
]
= −A(G).
Este resultado mostra que A(G) e −A(G) sa˜o matrizes semelhantes, e enta˜o teˆm os mesmos
valores pro´prios. Consequentemente, se λ > 0 e´ um valor pro´prio de G enta˜o −λ tambe´m
e´. 2
As provas dos seguintes resultados, que sera˜o aplicados no estudo desta tese, podem
ser encontradas em [1], [6] e [7].
Proposic¸a˜o 1.4 [6, pag. 163] Um grafo tem exatamente um valor pro´prio positivo se e
so´ se os seus ve´rtices na˜o isolados formam um grafo completo multipartido.
Lema 1.1 [7] Um grafo G de ordem n e´ regular de grau λ1 (onde λ1 e´ o maior valor
pro´prio de G) se e so´ se nλ1 = λ
2
1 + λ
2
2 + · · ·+ λ2n.
Proposic¸a˜o 1.5 [1] Se G e´ um grafo-(n,m) k-regular enta˜o o polino´mio caracter´ıstico da
matriz de adjaceˆncia do grafo linha L(G) e´
PL(G) (λ) = (λ+ 2)
m−n PG (λ− k + 2) .
Pelo seguinte resultado, e´ poss´ıvel determinar os valores pro´prios do grafo complementar
de um grafo k-regular.
Proposic¸a˜o 1.6 [1] Seja G um grafo k-regular com n ve´rtices e valores pro´prios k, λ2, λ3, . . . , λn.
Enta˜o G e o seu complementar G possuem os mesmos vetores pro´prios e os valores pro´prios
de G sa˜o n− k − 1,−1− λ2,−1− λ3, . . . ,−1− λn.
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Energia de um grafo
A energia de um grafo G, E(G), define-se como sendo
E(G) =
n∑
i=1
|λi| .
Este conceito de energia de um grafo foi introduzido na a´rea da Qu´ımica Teo´rica por
I. Gutman em 1978 [9] e esta´ relacionado com a energia pi − electron numa mole´cula
representada por um grafo (molecular).
A seguir, como exemplo, determina-se a energia de algumas classes de grafos.
Exemplo 2.1 [1] O grafo nulo com n ve´rtices tem n valores pro´prios iguais a zero, e
consequentemente, a sua energia e´ igual a zero.
Exemplo 2.2 [1] O grafo completo com n ve´rtices Kn, e´ o grafo complementar do grafo
nulo, que e´ 0-regular. Logo, pela Proposic¸a˜o 1.6, os valores pro´prios de Kn sa˜o n− 1 com
multiplicidade 1 e −1 com multplicidade n− 1. Logo, a energia de Kn e´:
E(Kn) = |n− 1|+ (n− 1) |−1| = 2n− 2. (2.1)
Exemplo 2.3 [7] Seja G = n
2
K2 o grafo com n ve´rtices e m =
n
2
arestas, obtido de n
2
co´pias de K2. Seja A(G) a matriz de adjaceˆncia de G, uma matriz diagonal por blocos,
onde cada bloco diagonal Aj, correspondente a` matriz de adjaceˆncia de Gj = K2, vem dado
por
Aj =
[
0 1
1 0
]
para j = 1, 2, . . . , n
2
. O polino´mio caracter´ıstico de cada componente conexa Gj e´ PGj (λ) =
λ2−1, para j = 1, 2, . . . , n
2
. Enta˜o os valores pro´prios associados a n
2
K2 sa˜o 1 e −1, ambos
com multiplicidade n
2
. Logo, a energia de n
2
K2 vem dada por:
E
(n
2
K2
)
=
n
2
|1|+ n
2
|−1| = n
2
+
n
2
= n. (2.2)
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Exemplo 2.4 [7] Para o grafo bipartido completo G = Kn1,n2, que admite a bipartic¸a˜o do
conjunto de ve´rtices
V1 = {1, 2, . . . , n1} e V2 = {n1 + 1, n1 + 2, . . . , n = n1 + n2} ,
a matriz de adjaceˆncia e´ dada por:
A(G) =
[
On1×n1 B
BT On2×n2
]
onde B e´ uma matriz de ordem n1 × n2 com todas as entradas iguais a 1.
Seja e o vetor coluna com n1 + n2 entradas todas iguais a 1, e Jnj a matriz quadrada
de ordem nj com todas as entradas iguais a 1, para j = 1, 2. Logo,
A(G)2e =
[
BBT On1×n2
On2×n1 B
TB
]
e =
[
n2Jn1 On1×n2
On2×n1 n1Jn2
]
e = n1n2e.
Por outro lado, dado que A(G) e´ uma matriz real sime´trica, tem a seguinte descomposic¸a˜o
espetral
A(G) = QΣQT ,
onde Q e´ uma matriz ortogonal, e Σ e´ uma matriz diagonal cujas entradas diagonais sa˜o
os valores pro´prios de A(G) [26, pag. 549]. Note-se que a caracter´ıstica de A(G) (igual
a 2) e´ igual a` caracter´ıstica de Σ (nu´mero de valores pro´prios que sa˜o distintos de zero),
dado que Q e´ ortogonal. Logo, A(G) tem dois valores pro´prios que sa˜o distintos de zero,√
n1n2 e −√n1n2. Uma vez que o trac¸o de A(G) e´ igual a zero, os valores pro´prios de
Kn1,n2 sa˜o
√
n1n2, 0, . . . , 0,−√n1n2.
Logo, a energia de Kn1,n2 e´:
E(Kn1,n2) = 2
√
n1n2. (2.3)
Se n1 = 1 e n2 = n− 1, obte´m-se a estrela K1,n−1 = Sn, com n ve´rtices. Logo,
E (Sn) = 2
√
n− 1. (2.4)
Exemplo 2.5 [1, 24] Considere-se a matriz de adjaceˆncia do ciclo com n ve´rtices Cn
A(Cn) =

0 1 0 · · · 0 1
1 0 1
. . . · · · 0
0 1 0
. . . . . .
...
...
. . . . . . . . . . . . 0
0
...
. . . . . . . . . 1
1 0 · · · 0 1 0

n×n
.
Note-se que A(Cn) e´ uma matriz circulante. A teoria deste tipo de matrizes, afirma que se
[0, 1, 0, . . . , 0, 1] e´ a primeira linha de A(Cn) enta˜o, considerando-se o polino´mio q (λ) = λ+
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λn−1, tem-se que os valores pro´prios de A(Cn) sa˜o dados exatamente por q (ω) = ω+ωn−1,
para cada raiz n-e´sima ω da unidade, (ver [1]). Enta˜o, λ1 = q (1) = 2 e´ valor pro´prio
de A(Cn). Expressando as outras n-e´simas ra´ızes da unidade como poteˆncias de ω = e
2pii
n
obte´m-se os outros valores pro´prios de A(Cn) dados por
λj+1 = q
(
ωj
)
= ωj + ωj(n−1)
= e
2pii
n
j + e
2pii
n
j(n−1)
= cos
(
2pi
n
j
)
+ cos
(
2pi
n
j (n− 1)
)
+ i
[
sen
(
2pi
n
j
)
+ sen
(
2pi
n
j (n− 1)
)]
para cada j = 0, 1, . . . , n− 1. Note-se que,
sen
(
2pi
n
j
)
+ sen
(
2pi
n
j (n− 1)
)
= sen
(
2pi
n
j
)
+ sen
(
2pij − 2pi
n
j
)
= sen
(
2pi
n
j
)
+ sen (2pij) cos
(
2pi
n
j
)
− cos (2pij) sen
(
2pi
n
j
)
= sen
(
2pi
n
j
)
− sen
(
2pi
n
j
)
= 0,
e
cos
(
2pi
n
j
)
+ cos
(
2pi
n
j (n− 1)
)
= cos
(
2pi
n
j
)
+ cos
(
2pij − 2pi
n
j
)
= cos
(
2pi
n
j
)
+ cos (2pij) cos
(
2pi
n
j
)
+ sen (2pij) sen
(
2pi
n
j
)
= cos
(
2pi
n
j
)
+ cos
(
2pi
n
j
)
= 2 cos
(
2pi
n
j
)
.
Consequentemente,
λj+1 = 2 cos
(
2pi
n
j
)
para cada j = 0, 1, . . . , n− 1.
Logo, calculando a energia de Cn obte´m-se (ver [8, 24]):
E(Cn) =

4 cos(pin)
sin(pin)
se n ≡ 0( mod 4)
4
sin(pin)
se n ≡ 2( mod 4)
2
sin( pi2n)
se n ≡ 1( mod 2).
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Exemplo 2.6 [24, 26] Considere-se o caminho com n ve´rtices Pn. Para calcular o seus
valores pro´prios, apresenta-se uma te´cnica que pode ser encontrada em [26, pag. 514]. A
matriz de adjaceˆncia de Pn pode ser escrita na forma tridiagonal
A(Pn) =

0 1
1 0 1
. . . . . . . . .
1 0 1
1 0

n×n
.
Seja (λ,x) um par pro´prio de A(Pn). Logo,
(A(Pn)− λI) x = 0
−λ 1
1 −λ 1
. . . . . . . . .
1 −λ 1
1 −λ


x1
x2
...
xn−1
xn
 =

0
0
...
0
0
 , (2.5)
enta˜o as equac¸o˜es no sistema (2.5) veˆm dadas por xk−1−λxk +xk+1 = 0, k = 1, . . . , n com
x0 = xn+1 = 0 ou, equivalentemente,
xk+2 − λxk+1 + xk = 0 para k = 0, . . . , n− 1 com x0 = xn+1 = 0.
Estas sa˜o equac¸o˜es diferenciais homoge´neas de segunda ordem. A te´cnica e´ procurar
soluc¸o˜es da forma xk = ξr
k para constantes ξ e r. Isto produz a equac¸a˜o quadra´tica
r2−λr+1 = 0 com ra´ızes r1 e r2, e pode-se provar que a soluc¸a˜o geral de xk+2−λxk+1+xk =
0 e´
xk =
{
αrk1 + βr
k
2 se r1 6= r2
αρk + βkρk se r1 = r2 = ρ,
onde α e β sa˜o constantes arbitra´rias.
Mas neste caso, como se trata da determinac¸a˜o das entradas de um vetor pro´prio, r1 e r2
devem ser distintas. Caso contra´rio, xk = αρ
k + βkρk, logo dado que x0 = xn+1 = 0,
0 = x0 = α e
0 = xn+1 = αρ
n+1 + β (n+ 1) ρn+1 = β (n+ 1) ρn+1 =⇒ β = 0,
consequentemente xk = 0 para cada k = 1, . . . , n, o que e´ imposs´ıvel uma vez que x e´ um
vetor pro´prio. Assim, xk = αr
k
1 + βr
k
2 . Logo,{
0 = x0 = α + β
0 = xn+1 = αr
n+1
1 + βr
n+1
2
=⇒
{
α = −β
−βrn+12 = αrn+11 =⇒
(
r1
r2
)n+1
= −β
α
= 1.
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Enta˜o,
r1
r2
= e
2pii
n+1
j =⇒ r1 = r2e 2piin+1 j para algum j = 1, . . . , n. (2.6)
Uma vez que r1 e r2 sa˜o ra´ızes da equac¸a˜o r
2 − λr + 1 = 0 tem-se que
r2 − λr + 1 = (r − r1) (r − r2)
= r2 − (r1 + r2) r + r1r2,
logo
r1 + r2 = λ (2.7)
r1r2 = 1. (2.8)
Tendo em conta (2.6) e (2.8) obte´m-se(
r2e
2pii
n+1
j
)
r2 = 1
⇔ r22 = e−
2pii
n+1
j
⇔ r2 = e− piin+1 j. (2.9)
Logo, de (2.6) e (2.9) obte´m-se
r1 =
(
e−
pii
n+1
j
)
e
2pii
n+1
j
r1 = e
2pii−pii
n+1
j
r1 = e
pii
n+1
j. (2.10)
Consequentemente, de (2.7), (2.9) e (2.10) tem-se que
λ = r1 + r2
= e
pii
n+1
j + e−
pii
n+1
j
= cos
(
pij
n+ 1
)
+ cos
(
− pij
n+ 1
)
+ i
(
sen
(
pij
n+ 1
)
+ sen
(
− pij
n+ 1
))
= cos
(
pij
n+ 1
)
+ cos
(
pij
n+ 1
)
+ i
(
sen
(
pij
n+ 1
)
− sen
(
pij
n+ 1
))
= 2 cos
(
pij
n+ 1
)
.
Conclui-se que os valores pro´prios do caminho com n ve´rtices, Pn, sa˜o
λj = 2 cos
(
pij
n+ 1
)
, j = 1, 2, . . . , n.
Logo, a energia do caminho Pn e´ (ver [24]):
E(Pn) =

2
sin( pi2(n+1))
− 2 se n ≡ 0( mod 2)
2 cos( pi2(n+1))
sin( pi2(n+1))
− 2 se n ≡ 1( mod 2)
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Cap´ıtulo 3
Minorantes e majorantes para a
energia de um grafo
Existem alguns minorantes e majorantes simples para a energia de grafos. Veja-se por
exemplo os apresentados em 1971 por McClelland [25].
Proposic¸a˜o 3.1 [12] Seja G um grafo-(n,m) com pelo menos uma aresta e seja λ1 o
maior valor pro´prio de G. Enta˜o
E(G) ≥ 2m
λ1
.
Demonstrac¸a˜o. Seja G um grafo-(n,m) com pelo menos uma aresta, e seja λ1 o maior
valor pro´prio de G. Logo, λ1 |λi| ≥ λ2i para cada i = 1, 2, . . . , n. Consequentemente,
λ1
n∑
i=1
|λi| ≥
n∑
i=1
λ2i .
Assim,
E(G) =
n∑
i=1
|λi|
≥ 1
λ1
n∑
i=1
λ2i
=
2m
λ1
. (3.1)
A igualdade (3.1) decorre da Proposic¸a˜o 1.1. 2
Antes de introduzir a pro´xima proposic¸a˜o, relembra-se a desigualdade de Cauchy Schwarz
(ver [21]). Dados x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn e y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn, verifica-se a desi-
gualdade
n∑
j=1
xjyj ≤ ‖x‖ ‖y‖ ,
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onde ‖z‖ =
√
z21 + z
2
2 + · · ·+ z2n.
Proposic¸a˜o 3.2 [25] Seja G um grafo-(n,m) e seja A a matriz de adjaceˆncia de G. Enta˜o:√
2m+ n (n− 1) |det(A)|2/n ≤ E(G) ≤
√
2mn.
Verifica-se a igualdade E(G) = √2mn se e so´ se G e´ um grafo nulo ou um grafo regular
de grau 1, isto e´, G ∼= n2K2.
Demonstrac¸a˜o. Pela desigualdade de Cauchy Schwarz tem-se que:
E(G) =
n∑
i=1
|λi| =
[
1 1 . . . 1
]

|λ1|
|λ2|
...
|λn|
 ≤ √n
√√√√ n∑
i=1
λ2i =
√√√√n n∑
i=1
λ2i . (3.2)
Por (1.2) tem-se que √√√√n n∑
i=1
λ2i =
√
n (2m).
Consequentemente,
E(G) ≤
√
2mn,
provando-se assim a desigualdade do lado direito.
Por outro lado, a igualdade E(G) = √2mn verifica-se se e so´ se a desigualdade de
Cauchy Schwarz (3.2) se verifica na forma de igualdade. Pore´m, sabe-se que esta igualdade
se verifica se e so´ se os vetores
[|λ1| |λ2| . . . |λn|]T e [1 1 . . . 1]T , ambos com n
entradas, sa˜o linearmente dependentes, ou seja, se e so´ se |λ1| = |λ2| = · · · = |λn| . Isto e´
verdadeiro se e so´ se G e´ um grafo nulo ou G ∼= n2K2. Com efeito, suponha-se que existe um
grafo G, distinto do grafo nulo e do grafo n
2
K2, para o qual |λ1| = |λ2| = · · · = |λn| . Logo G
tem uma componente conexa, Gk, com treˆs ou mais ve´rtices. Logo, a matriz de adjaceˆncia
deGk e´ uma matriz irredut´ıvel. Da Teoria de Perron Frobenius para matrizes na˜o negativas,
(ver [26], pa´gina 673), o maior valor pro´prio de Gk e´ positivo e tem multiplicidade 1. Uma
vez que |λ1| = |λ2| = · · · = |λn|, tem-se
0 > λ2 = λ3 = · · · = λn.
Isto na˜o pode acontecer, porque o trac¸o da matriz de adjaceˆncia de G seria diferente de
zero dado que n ≥ 3.
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Prova-se agora a desigualdade do lado esquerdo da expressa˜o. Atendendo a que
(E(G))2 =
(
n∑
i=1
|λi|
)2
= (|λ1|+ |λ2|+ · · ·+ |λn|) (|λ1|+ |λ2|+ · · ·+ |λn|)
= λ21 + |λ1| |λ2|+ |λ1| |λ3|+ · · ·+ |λ1| |λn|
+ |λ2| |λ1|+ λ22 + |λ2| |λ3|+ · · ·+ |λ2| |λn|
+ · · ·
+ |λn| |λ1|+ |λn| |λ2|+ |λn| |λ3|+ · · ·+ λ2n
=
n∑
i=1
λ2i + 2
∑
1≤i<j≤n
|λi| |λj| (3.3)
=
n∑
i=1
λ2i +
n(n− 1)
n(n− 1)
(
2
∑
1≤i<j≤n
|λi| |λj|
)
=
n∑
i=1
λ2i + n(n− 1)
(
1
n(n−1)
2
∑
1≤i<j≤n
|λi| |λj|
)
;
utilizando a igualdade (1.2) tem-se que
(E(G))2 = 2m+ n(n− 1)
(
1
n(n−1)
2
∑
1≤i<j≤n
|λi| |λj|
)
. (3.4)
Para saber quantos termos tem a soma:∑
1≤i<j≤n
|λi| |λj| = |λ1| |λ2|+ |λ1| |λ3|+ · · ·+ |λ1| |λn| (3.5)
+ |λ2| |λ3|+ · · ·+ |λ2| |λn|
+ · · ·
+ |λn−1| |λn| ,
usa-se o seguinte argumento. Considerando os termos desta soma como as entradas que
esta˜o acima da diagonal principal da matriz quadrada
b11 b12 b13 · · · b1n
b21 b22 b23 · · · b2n
...
...
... · · · ...
b(n−1)1 b(n−1)2 b(n−1)3 · · · b(n−1)n
bn1 bn2 bn3 · · · bnn
 ,
isto e´ |λi| |λj| = bij para i < j, o nu´mero total de entradas na matriz, n2, e´ a soma do
nu´mero de entradas na diagonal principal com o dobro do nu´mero de entradas acima da
diagonal principal. Tem-se enta˜o a relac¸a˜o:
n2 = n+ 2x.
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Neste caso, x corresponde a` quantidade de termos na soma (3.5). Portanto tem-se que
x =
n2 − n
2
=
n(n− 1)
2
.
Assim em (3.5) somam-se n(n−1)
2
termos.
Para continuar, usar-se-a´ a desigualdade entre a Me´dia Geome´trica e a Me´dia Aritme´tica,
designada por MG-MA. Se x1, x2, . . . , xn ∈ R, enta˜o
x1 + x2 + · · ·+ xn
n
≥ n√x1x2 · · ·xn.
Com efeito, tendo em conta que
∑
1≤i<j≤n
|λi| |λj| e´ uma soma de n(n−1)2 termos, e aplicando
a desigualdade MG-MA a (3.4) tem-se que
(E(G))2 = 2m+ n(n− 1)
(
1
n(n−1)
2
∑
1≤i<j≤n
|λi| |λj|
)
≥ 2m+ n(n− 1)
( ∏
1≤i<j≤n
|λi| |λj|
) 2
n(n−1)
.
Agora, note-se que
∏
1≤i<j≤n
|λi| |λj| =
∣∣∣∣∣ ∏
1≤i<j≤n
λiλj
∣∣∣∣∣
= |λ1λ2 × λ1λ3 × · · · × λ1λn
×λ2λ3 × λ2λ4 × · · · × λ2λn
× · · ·
×λn−1λn|
=
∣∣∣∣∣
n∏
i=1
λn−1i
∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣
n∏
i=1
λi
∣∣∣∣∣
n−1
.
20
CAPI´TULO 3. MINORANTES E MAJORANTES PARA A ENERGIA DE UM GRAFO
Consequentemente,
(E(G))2 ≥ 2m+ n(n− 1)
( ∏
1≤i<j≤n
|λi| |λj|
) 2
n(n−1)
= 2m+ n(n− 1)
(∣∣∣∣∣
n∏
i=1
λi
∣∣∣∣∣
) 2
n(n−1) (n−1)
= 2m+ n(n− 1)
∣∣∣∣∣
n∏
i=1
λi
∣∣∣∣∣
2
n
= 2m+ n(n− 1) |det(A)| 2n .
Assim,
E(G) ≥
√
2m+ n (n− 1) |det(A)|2/n. (3.6)
2
Corola´rio 3.1 [25] Seja G um grafo-(n,m). Enta˜o
E(G) ≤ n√n− 1.
Se det (A) 6= 0, onde A e´ a matriz de adjaceˆncia de G, enta˜o
E(G) ≥
√
2m+ n(n− 1) ≥ n.
Demonstrac¸a˜o. Suponha-se que det(A) 6= 0, enta˜o m ≥ n
2
(pois caso contra´rio o
grafo G teria ve´rtices isolados e zero seria um valor pro´prio de A). Uma vez que det(A) e´
necessariamente um inteiro e det(A) 6= 0, tem-se que |det(A)| ≥ 1, logo de (3.6) segue-se
E(G) ≥
√
2m+ n(n− 1) ≥
√
2
n
2
+ n(n− 1) =
√
n+ n2 − n = n.
Por outro lado, dado que o nu´mero de arestas num grafo com n ve´rtices na˜o pode ser
superior a n(n−1)
2
(nu´mero de arestas num grafo completo), tem-se que m ≤ n(n−1)
2
. Da
Proposic¸a˜o 3.2 tem-se
E(G) ≤
√
2mn ≤
√
2
n(n− 1)
2
n = n
√
n− 1.
2
Proposic¸a˜o 3.3 [4] Seja G um grafo com m arestas. Enta˜o:
2
√
m ≤ E(G) ≤ 2m. (3.7)
A igualdade E(G) = 2√m verifica-se se e so´ se G e´ constitu´ıdo por um grafo bipartido
completo Kn1,n2 tal que n1n2 = m e uma quantidade arbitra´ria de ve´rtices isolados.
A igualdade E(G) = 2m verifica-se se e so´ se G e´ constitu´ıdo por m co´pias de K2 e
uma quantidade arbitra´ria de ve´rtices isolados.
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Demonstrac¸a˜o. De (3.3) tem-se que
(E(G))2 =
n∑
i=1
λ2i + 2
∑
1≤i<j≤n
|λi| |λj|
= 2m+ 2
∑
1≤i<j≤n
|λiλj| .
Logo, pela desigualdade triangular obte´m-se
(E(G))2 ≥ 2m+ 2
∣∣∣∣∣ ∑
1≤i<j≤n
λiλj
∣∣∣∣∣ .
Dado que da Proposic¸a˜o 1.2, ∑
1≤i<j≤n
λiλj = −m,
enta˜o
(E(G))2 ≥ 2m+ 2 |−m| = 4m,
ou seja,
2
√
m ≤ E(G).
A igualdade E(G) = 2√m verifica-se se e so´ se a igualdade ∑
1≤i<j≤n
|λi| |λj| =
∣∣∣∣∣ ∑1≤i<j≤nλiλj
∣∣∣∣∣ =
m tambe´m se verifica. Logo, G tem exatamente um valor pro´prio positivo e exatamente
um valor pro´prio negativo. Por sua vez, isto acontece se e so´ se uma componente conexa de
G e´ um grafo bipartido completo (ver Proposic¸a˜o 1.4), e todas as suas outras componentes
sa˜o ve´rtices isolados, os quais na˜o contribuem para a energia do grafo.
Considere-se, por agora, os grafos com m arestas e sem ve´rtices isolados. O nu´mero
ma´ximo de ve´rtices desses grafos e´ 2m, sendo G = mK2 o grafo para o qual n = 2m. Para
todos os outros grafos, n < 2m. Logo, pela Proposic¸a˜o 3.2, tem-se
E(G) ≤
√
2mn ≤
√
(2m) (2m) = 2m.
Da Proposic¸a˜o 3.2 tem-se que G ∼= n2K2 se e so´ se E(G) =
√
2mn. Ou seja, G ∼= mK2
se e so´ se E(G) = √(2m) (2m) = 2m. Claramente, a igualdade E(G) = 2m e´ tambe´m
satisfeita se, em adic¸a˜o a`s m arestas isoladas, o grafo G conte´m uma quantidade arbitra´ria
de ve´rtices isolados. Assim, provou-se a proposic¸a˜o. 2
Apresenta-se mais um minorante para a energia de um grafo em termos do seu nu´mero
de ve´rtices.
Proposic¸a˜o 3.4 [11] Seja G um grafo-(n,m) sem ve´rtices isolados. Enta˜o
E(G) ≥ 2√n− 1,
com igualdade se e so´ se G e´ a estrela K1,n−1.
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Demonstrac¸a˜o. Se G e´ um grafo conexo, enta˜o
m ≥ n− 1,
logo de (3.7), tem-se que
E(G) ≥ 2√m ≥ 2√n− 1. (3.8)
Suponha-se agora que G e´ um grafo na˜o conexo. Sejam G1, G2, . . . , Gp as componentes
conexas de G com n1, n2, . . . , np ve´rtices, respetivamente. Enta˜o n1 + n2 + · · ·+ np = n.
Sendo A(G) a matriz de adjaceˆncia de G, uma matriz diagonal por blocos, onde cada
bloco diagonal Aj corresponde a` matriz de adjaceˆncia da componente conexa Gj, para
j = 1, 2, . . . , p, pode-se concluir que o conjunto de valores pro´prios de G e´ a unia˜o dos
conjuntos de valores pro´prios de cada componente conexa Gj. Logo, a energia de G vem
dada por:
E(G) = E(G1) + E(G2) + · · ·+ E(Gp).
Uma vez que E(G) ≥ 2√n− 1 quando G e´ um grafo conexo, aplica-se este resultado a
cada uma das componentes conexas de G :
E(Gj) ≥ 2
√
nj − 1, para todo j = 1, . . . , p.
Dado que G na˜o tem ve´rtices isolados, enta˜o nj ≥ 2, para cada j = 1, . . . , p. Logo,
2
√
nj − 1 ≥ 2
√
2− 1 = 2,
assim, √
nj − 1 ≥ 1 para cada j = 1, . . . , p.
Logo,
E(G) = E(G1) + E(G2) + · · ·+ E(Gp)
≥ 2 (√n1 − 1 +√n2 − 1 + · · ·+√np − 1)
= 2
√(√
n1 − 1 +
√
n2 − 1 + · · ·+
√
np − 1
)2
= 2
√
(n1 − 1) + (n2 − 1) + · · ·+ (np − 1) + 2
∑
1≤j<k≤p
√
nj − 1
√
nk − 1.
Note-se que na soma ∑
1≤j<k≤p
√
nj − 1
√
nk − 1
ha´ p(p−1)
2
parcelas, cada uma maior ou igual a 1, logo
E(G) ≥ 2
√
(n1 − 1) + (n2 − 1) + · · ·+ (np − 1) + 2
∑
1≤j<k≤p
√
nj − 1
√
nk − 1
≥ 2
√
(n1 − 1) + (n2 − 1) + · · ·+ (np − 1) + 2p(p− 1)
2
= 2
√
n− p+ p(p− 1) = 2
√
n− p+ p2 − p+ 1− 1
= 2
√
n− 1 + (p− 1)2.
23
CAPI´TULO 3. MINORANTES E MAJORANTES PARA A ENERGIA DE UM GRAFO
Enta˜o
E(G) ≥ 2
√
n− 1 + (p− 1)2 ≥ 2√n− 1. (3.9)
Agora prova-se a u´ltima parte da Proposic¸a˜o.
Se G e´ a estrela Sn, enta˜o por (2.4) E(Sn) = 2
√
n− 1.
Reciprocamente, suponha-se que a igualdade E(G) = 2√n− 1 se verifica. Logo, de
(3.9) tem-se
2
√
n− 1 + (p− 1)2 = 2√n− 1
⇔ (p− 1)2 = 0
⇔ p = 1.
Consequentemente, G e´ um grafo conexo dado que p corresponde ao nu´mero de compo-
nentes conexas de G. Tambe´m de (3.8) tem-se
2
√
m = 2
√
n− 1
⇔ m = n− 1.
Assim, E(G) = 2√m. Consequentemente, pela Proposic¸a˜o 3.3, G e´ o grafo bipartido
completo Kn1,n2 tal que n1n2 = n− 1, logo n1 = n−1n2 . Dado que n = n1 + n2, tem-se
n =
n− 1
n2
+ n2
⇔ n2n = n− 1 + n22
⇔ n2(n− n2) = n− 1.
Dado que n e n2 sa˜o nu´meros inteiros, pode-se afirmar que n2 = 1 (ou n2 = n− 1). Logo,
n1 = n− 1 (ou n1 = 1). Consequentemente, G e´ a estrela Kn−1,1 ∼= K1,n−1. 2
A importaˆncia do minorante apresentado na Proposic¸a˜o 3.4 esta´ no facto de revelar que
a estrela Sn tem a menor energia entre os grafos com n ve´rtices e sem ve´rtices isolados.
Definic¸a˜o 3.1 [24] Seja G = (V (G), E(G)) um grafo k-regular na˜o completo com n >
1 ve´rtices. G e´ fortemente regular com paraˆmetros (n, k, ψ, µ) se ψ, µ sa˜o inteiros na˜o
negativos tais que:
• Cada par de ve´rtices adjacentes tem ψ vizinhos em comum.
• Cada par de ve´rtices na˜o adjacentes tem µ vizinhos em comum.
Exemplo 3.1 O grafo de Petersen e´ um grafo fortemente regular com paraˆmetros (10, 3, 0, 1) .
Exemplo 3.2 O grafo fortemente regular com paraˆmetros (n = 4t+ 1, 2t, t− 1, t) para
algum inteiro t ≥ 1, e´ chamado grafo Confereˆncia, e e´ denotado por Cfn.
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Figura 3.1: Grafo de Petersen
Figura 3.2: Grafo Cf5
Dado um grafo G fortemente regular com paraˆmetros (n, k, ψ, µ) , se µ = 0, enta˜o G e´
a unia˜o disjunta de grafos completos, enquanto que, se µ ≥ 1 e G na˜o e´ o grafo completo,
enta˜o os valores pro´prios de G sa˜o k (valor pro´prio trivial) e as ra´ızes r, s da equac¸a˜o
quadra´tica
x2 + (µ− ψ)x+ (µ− k) = 0. (3.10)
O valor pro´prio k tem multiplicidade 1, e as multiplicidades mr de r e ms de s, podem
calcular-se a partir do sistema de equac¸o˜es:
mr +ms = n− 1
k +mrr +mss = 0,
(para mais detalhes ver [2, 24]).
A seguir determinam-se dois majorantes para E(G) chamados majorantes de Koolen-
Moulton [19].
Teorema 3.1 [19] Seja G um grafo-(n,m) tal que 2m ≥ n e n > 1. Enta˜o,
E(G) ≤ 2m
n
+
√√√√(n− 1)(2m− (2m
n
)2)
. (3.11)
Ale´m disso, a igualdade e´ obtida em (3.11) se e so´ se G for o grafo n
2
K2, ou Kn, ou um
grafo conexo fortemente regular com dois valores pro´prios na˜o triviais, ambos com valores
absolutos iguais a √
2m− (2m
n
)2
n− 1 .
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Demonstrac¸a˜o. Suponha-se que λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn sa˜o os valores pro´prios de G (os
quais sa˜o reais dado que a matriz de adjaceˆncia A(G) e´ sime´trica).
Aplicando o princ´ıpio de Rayleigh a` matriz A(G), tem-se que para x 6= 0
λn ≤ x
TA(G)x
xTx
≤ λ1.
Em particular, para x =
[
1 1 . . . 1
]T
tem-se
2m
n
≤ λ1. (3.12)
Por outro lado, de acordo com (1.2)
0 <
n∑
i=1
λ2i = 2m,
logo,
0 <
n∑
i=2
λ2i = 2m− λ21. (3.13)
Pela desigualdade de Cauchy Schwarz aplicada aos vetores
[|λ2| |λ3| . . . |λn|]T e [1 1 . . . 1]T ,
ambos com n− 1 entradas, tem-se que
E(G)−|λ1| = E(G)−λ1 =
n∑
i=2
|λi| =
[|λ2| |λ3| . . . |λn|]

1
1
...
1
 ≤
√√√√ n∑
i=2
λ2i
√
n− 1. (3.14)
De (3.13) e (3.14) tem-se
E(G) ≤ λ1 +
√
2m− λ21
√
n− 1. (3.15)
Analisando o segundo membro desta desigualdade e considerando a func¸a˜o
f(x) = x+
√
(n− 1) (2m− x2), (3.16)
com x ∈ ]0,√2m[ , (atendendo a que 0 < λ1 < √2m, ver (3.13)), obte´m-se
f ′(x) = 1− 1
2
√
2m− x22x
√
n− 1
=
√
2m− x2 − x√n− 1√
2m− x2 .
Note-se que f ′(x) < 0 se e so´ se
√
2m− x2 − x√n− 1 < 0
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⇔
√
2m− x2 < x√n− 1
⇔ 2m− x2 < x2 (n− 1)
⇔
√
2m
n
< x.
Enta˜o, f ′(x) < 0 no intervalo
]√
2m
n
,
√
2m
[
. Assim a func¸a˜o f(x) e´ decrescente no intervalo]√
2m
n
,
√
2m
[
. Uma vez que
√
2m
n
≤ 2m
n
≤ λ1 <
√
2m (ver 3.12 e 3.13), tem-se
f (λ1) ≤ f
(
2m
n
)
,
isto e´,
λ1 +
√
2m− λ21
√
n− 1 ≤ 2m
n
+
√
2m−
(
2m
n
)2√
n− 1. (3.17)
De (3.15) e (3.17) obte´m-se
E(G) ≤ 2m
n
+
√
2m−
(
2m
n
)2√
n− 1.
Agora prova-se a u´ltima parte do teorema.
Considere-se o grafo Kn. Claramente m =
n(n−1)
2
. Logo,
2m
n
+
√√√√(n− 1)(2m− (2m
n
)2)
= n− 1 +
√
(n− 1) (n(n− 1)− (n− 1)2)
= n− 1 +
√
(n− 1)(n2 − n− n2 + 2n− 1)
= n− 1 + n− 1
= 2n− 2
= E(Kn),
de acordo com (2.1).
Considere-se agora o grafo n
2
K2. Uma vez que o nu´mero de arestas de
n
2
K2 e´ igual a
m = n
2
, tem-se
2m
n
+
√√√√(n− 1)(2m− (2m
n
)2)
= 1 +
√
(n− 1) (n− 1) = n = E
(n
2
K2
)
,
de acordo com (2.2).
Considere-se ainda G um grafo conexo fortemente regular, com paraˆmetros (n, k, ψ, µ),
e dois valores pro´prios na˜o triviais, ambos com valores absolutos iguais a
√
2m−( 2mn )
2
n−1 . Pela
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Observac¸a˜o 1.1, a soma dos graus dos ve´rtices de G, nk, e´ igual ao dobro do nu´mero de
arestas, logo k = 2m
n
e´ o valor pro´prio trivial. Assim,
2m
n
+
√√√√(n− 1)(2m− (2m
n
)2)
=
2m
n
+ (n− 1)
√
2m− (2m
n
)2
n− 1
= k + (n− 1)
√
2m− (2m
n
)2
n− 1
= E(G).
Assim, mostrou-se que se G e´ K2,
n
2
K2 ou um grafo conexo fortemente regular com
dois valores pro´prios na˜o triviais, ambos com valores absolutos iguais a
√
2m−( 2mn )
2
n−1 enta˜o
a igualdade (3.11) verifica-se.
Reciprocamente, suponha-se que a igualdade (3.11) se verifica. De (3.15) e (3.17)
obte´m-se
2m
n
+
√√√√(n− 1)(2m− (2m
n
)2)
= E(G)
≤ λ1 +
√
2m− λ21
√
n− 1
≤ 2m
n
+
√
2m−
(
2m
n
)2√
n− 1,
logo,
λ1 +
√
2m− λ21
√
n− 1 = 2m
n
+
√
2m−
(
2m
n
)2√
n− 1
⇔
(
λ1 − 2m
n
)
+
√
n− 1
√2m− λ21 −
√
2m−
(
2m
n
)2 = 0
⇔ λ1 = 2m
n
.
Do Lema 1.1 e da Proposic¸a˜o 1.1, tem-se
n
2m
n
= 2m =
n∑
i=1
λ2i .
Assim, G e´ regular de grau 2m
n
.
Por outro lado, a igualdade (3.11) verifica-se se e so´ se a desigualdade de Cauchy
Schwarz (3.14) se verifica na forma de igualdade. Pore´m, sabe-se que esta igualdade se
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verifica se e so´ se os vetores
[|λ2| |λ3| . . . |λn|]T e [1 1 . . . 1]T , ambos com n − 1
entradas, sa˜o linearmente dependentes, isto e´, se e so´ se |λ2| = |λ3| = · · · = |λn| .
Assim, de acordo com (3.14)
n∑
i=2
|λi| =
√√√√ n∑
i=2
λ2i
√
n− 1
=
√
(n− 1) (2m− λ21)
=
√√√√(n− 1)(2m− (2m
n
)2)
⇔ (n− 1) |λi| =
√√√√(n− 1)(2m− (2m
n
)2)
para i = 2, 3, . . . , n.
⇔ |λi| =
√
2m− (2m
n
)2
n− 1 para i = 2, 3, . . . , n.
Concluindo, se G satisfaz a igualdade
E(G) = 2m
n
+
√√√√(n− 1)(2m− (2m
n
)2)
,
enta˜o G e´ um grafo regular de grau 2m
n
, cujos valores pro´prios sa˜o tais que λ1 =
2m
n
e
|λi| =
√
2m−( 2mn )
2
n−1 para i = 2, 3, . . . , n, ou seja, λi =
√
2m−( 2mn )
2
n−1 ou λi = −
√
2m−( 2mn )
2
n−1
para i = 2, 3, . . . , n.
Assim, teˆm-se as seguintes possibilidades:
1. O grafo G tem todos os valores pro´prios com o mesmo valor absoluto, enta˜o
2m
n
=
√
2m− (2m
n
)2
n− 1
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⇔ 2m
n
=
√
(n− 1)
(
2m− (2m
n
)2)
n− 1
⇔
(
2m(n− 1)
n
)2
= (n− 1)
(
2m−
(
2m
n
)2)
⇔ (2m(n− 1))
2
n2
= 2m(n− 1)− (n− 1)
(
2m
n
)2
⇔ 2m(n− 1) = n2 − 2m
⇔ 2mn = n2
⇔ m = n
2
.
Assim, neste caso, G e´ um grafo regular de grau 2m
n
= 1. Sabe-se que cada compo-
nente conexa de um grafo regular G de grau 1 e´ isomorfa com o grafo K2 (ver [6, pag.
72]), e dado que G tem m = n
2
arestas, G e´ o grafo n
2
K2 cujos valores pro´prios sa˜o
1 e −1, ambos com multiplicidade n
2
. Note-se que estes valores pro´prios satisfazem
λ1 =
2m
n
= 1, |λi| =
√
2m−( 2mn )
2
n−1 = 1 para i = 2, 3, . . . , n.
2. O grafo G na˜o tem todos os valores pro´prios com o mesmo valor absoluto.
(a) O grafo G tem dois valores pro´prios distintos. Logo, os valores pro´prios distintos
sa˜o 2m
n
e −
√
2m−( 2mn )
2
n−1 , (atendendo a que
n∑
i=1
λi = 0). Assim, tem-se
2m
n
+ (n− 1)
−
√
2m− (2m
n
)2
n− 1
 = 0
⇔ 2m
n
= (n− 1)
√2m− (2mn )2
n− 1

⇔ (2m)
2
n2(n− 1)2 =
2m− (2m
n
)2
n− 1
⇔ (2m)
2
n2(n− 1) = 2m−
(
2m
n
)2
⇔ 2m = n2(n− 1)− 2m(n− 1)
⇔ n(n2 − n− 2m) = 0
⇔ n(n− 1) = 2m
⇔ m = n(n− 1)
2
.
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Assim, G e´ um grafo regular de grau 2m
n
= n − 1 com m = n(n−1)
2
arestas.
Consequentemente, G e´ o grafo Kn, cujos valores pro´prios sa˜o n − 1 com mul-
tiplicidade 1 e −1 com multiplicidade n− 1. Note-se que estes valores pro´prios
satisfazem λ1 =
2m
n
= n − 1 e |λi| =
√
2m−( 2mn )
2
n−1 =
√
n(n−1)−(n−1)2
n−1 = 1 para
i = 2, 3, . . . , n.
(b) O grafo G tem treˆs valores pro´prios distintos.
Logo, os valores pro´prios distintos sa˜o 2m
n
,
√
2m−( 2mn )
2
n−1 e −
√
2m−( 2mn )
2
n−1 .
Sabe-se que um grafo conexo regular e´ fortemente regular se e so´ se tem exata-
mente treˆs valores pro´prios distintos (ver [6, pag. 103]). Consequentemente, G
e´ fortemente regular com valores pro´prios 2m
n
(valor pro´prio trivial) e as ra´ızes
da equac¸a˜o quadra´tica
x2 + (µ− ψ)x+ (µ− k) = 0. (3.18)
Uma vez que as ra´ızes na˜o triviais sa˜o
√
2m−( 2mn )
2
n−1 e −
√
2m−( 2mn )
2
n−1 , enta˜ox−
√
2m− (2m
n
)2
(n− 1)
x+
√
2m− (2m
n
)2
(n− 1)
 = 0
⇔ x2 −
(
2m− (2m
n
)2
(n− 1)
)
= 0
⇔ x2 +
(
(2m)2 − 2mn2
n2(n− 1)
)
= 0
⇔ x2 +
(
(2m)2 − 2mn− 2mn(n− 1)
n2(n− 1)
)
= 0
⇔ x2 +
(
2m(2m− n)
n2(n− 1) −
2m
n
)
= 0. (3.19)
Tendo em conta (3.18) e (3.19), pode-se concluir que G e´ um grafo fortemente
regular com paraˆmetros.(
n, k =
2m
n
,ψ =
2m(2m− n)
n2(n− 1) , µ =
2m(2m− n)
n2(n− 1)
)
. (3.20)
2
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Observac¸a˜o 3.1 De acordo com [19], o majorante do Teorema 3.1 e´ melhor do que o
majorante da Proposic¸a˜o 3.2, isto e´
2m
n
+
√
2m−
(
2m
n
)2√
n− 1 ≤
√
2mn. (3.21)
Com efeito, dado que a func¸a˜o definida em (3.16),
f(x) = x+
√
2m− x2√n− 1,
e´ decrescente no intervalo
]√
2m
n
,
√
2m
[
, e uma vez que
√
2m
n
≤ 2m
n
, tem-se
f
(
2m
n
)
≤ f
(√
2m
n
)
.
Assim,
f
(
2m
n
)
=
2m
n
+
√
2m−
(
2m
n
)2√
n− 1
≤
√
2m
n
+
√√√√2m−(√2m
n
)2√
n− 1 = f
(√
2m
n
)
=
√
2m
n
+
√(
2m− 2m
n
)
(n− 1)
=
√
2m
n
+
√
2m
n
(n− 1)2
=
√
2m
n
(1 + n− 1)
=
√
2mn.
A igualdade e´ obtida em (3.21) se e so´ se 2m = n.
A pro´xima proposic¸a˜o apresenta mais um majorante para a energia de um grafo, bem
com o tipo de grafos para os quais este majorante e´ atingido.
Proposic¸a˜o 3.5 [19] Seja G um grafo com n > 1 ve´rtices. Enta˜o,
E(G) ≤ n
2
(
1 +
√
n
)
, (3.22)
com igualdade se e so´ se G e´ um grafo fortemente regular com paraˆmetros
(
n, n+
√
n
2
, n+2
√
n
4
, n+2
√
n
4
)
.
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Demonstrac¸a˜o. Suponha-se que G e´ um grafo-(n,m) com n > 1.
De acordo com a Proposic¸a˜o 3.3, 2m ≥ E(G). Por outro lado, dado que √n ≥ 1,
obte´m-se
n
√
n ≥ n
⇔ n+ n√n ≥ 2n
⇔ n
2
(
1 +
√
n
) ≥ n.
Se n ≥ 2m, enta˜o
n
2
(
1 +
√
n
) ≥ E(G).
Suponha-se agora que n ≤ 2m, enta˜o pelo Teorema 3.1,
E(G) ≤ 2m
n
+
√√√√(n− 1)(2m− (2m
n
)2)
. (3.23)
Considere-se a func¸a˜o
g(x) =
2x
n
+
√√√√(n− 1)(2x− (2x
n
)2)
,
com n ≤ 2x e n2 > 2x (atendendo a que interessa considerar x = m). Assim,
g′(x) =
2
n
+
√
(n− 1) 2− 2
(
2x
n
)
2
n
2
√
2x− (2x
n
)2
=
2
n
+
1− ( 2
n
)2
x
2x− (2x
n
)2
√√√√(n− 1)(2x− (2x
n
)2)
=
2
(
2x− (2x
n
)2)
+ n
(
1− ( 2
n
)2
x
)√
(n− 1)
(
2x− (2x
n
)2)
n
(
2x− (2x
n
)2)
=
4x− 8x2
n2
+ n
(
1− ( 2
n
)2
x
)√
2x (n− 1) (1− 2x
n2
)
2xn
(
1− 2x
n2
) .
Note-se que 2x− (2x
n
)2
> 0 uma vez que n2 > 2x.
33
CAPI´TULO 3. MINORANTES E MAJORANTES PARA A ENERGIA DE UM GRAFO
A seguir, analise-se o numerador de g′(x) para x = n
2+n
√
n
4
. Com efeito,
4
(
n2 + n
√
n
4
)
−
8
(
n2+n
√
n
4
)2
n2
+n
[
1−
(
2
n
)2(
n2 + n
√
n
4
)]√√√√√2(n2 + n√n
4
)
(n− 1)
1− 2
(
n2+n
√
n
4
)
n2

= n2 + n
√
n− n
2 (n+
√
n)
2
2
n2
+ n
(
1− n+
√
n
n
)√
n
n+
√
n
2
(n− 1)
(
1− n+
√
n
2n
)
= n2 + n
√
n− n
2 + 2n
√
n+ n
2
−√n
√
n+
√
n
2
(n− 1)
(
n−√n
2
)
=
2n2 + 2n
√
n− n2 − 2n√n− n
2
−
√
n
2
√
(n− 1) (n2 − n)
=
n2 − n− n (n− 1)
2
= 0.
Assim, n
2+n
√
n
4
e´ um ponto cr´ıtico da func¸a˜o g(x). Por outro lado, dado que
g′(x) =
2
n
+
√
(n− 1) 1−
(
2x
n
)
2
n√
2x− (2x
n
)2 ,
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tem-se que
g′′(x) =
√
(n− 1)
(
− ( 2
n
)2)√
2x− (2x
n
)2 − (1− (2x
n
)
2
n
)( 2−2( 2xn ) 2n
2
√
2x−( 2xn )
2
)
2x− (2x
n
)2
= −
√
(n− 1)
2x− (2x
n
)2
( 2
n
)2√
2x−
(
2x
n
)2
+
(
1− (2x
n
)
2
n
)2
2x− (2x
n
)2
√
2x−
(
2x
n
)2
= −
√
(n− 1)
√
2x− (2x
n
)2(
2x− (2x
n
)2)2
[(
2
n
)2(
2x−
(
2x
n
)2)
+
(
1−
(
2x
n
)
2
n
)2]
= −
√
(n− 1)
√
2x− (2x
n
)2(
2x− (2x
n
)2)2
[
8x
n2
−
(
2
n
)4
x2 + 1− 8x
n2
+
(
2
n
)4
x2
]
= −
√
(n− 1)
√
2x− (2x
n
)2(
2x− (2x
n
)2)2
< 0.
Logo, a func¸a˜o g(x) atinge o seu ma´ximo valor quando
x =
n2 + n
√
n
4
.
Enta˜o, de (3.23) tem-se que
E(G) ≤ 2m
n
+
√
2m−
(
2m
n
)2√
n− 1
= g(m)
≤ g
(
n2 + n
√
n
4
)
=
2
n
(
n2 + n
√
n
4
)
+
√
2
(
n2 + n
√
n
4
)
−
(
2
n
(
n2 + n
√
n
4
))2√
n− 1
=
n+
√
n
2
+
√
n2 + n
√
n
2
−
(
n+
√
n
2
)2√
n− 1
=
n+
√
n
2
+
√
2n2 + 2n
√
n− n2 − 2n√n− n
4
√
n− 1
=
n+
√
n
2
+
(n− 1)√n
2
=
n
2
(
1 +
√
n
)
.
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Agora prova-se a u´ltima parte da proposic¸a˜o. Suponha-se que G e´ um grafo fortemente
regular com paraˆmetros
(
n, n+
√
n
2
, n+2
√
n
4
, n+2
√
n
4
)
. Os valores pro´prios de G sa˜o k = n+
√
n
2
(com multiplicidade 1) e as ra´ızes da equac¸a˜o quadra´tica
x2 +
(
n+ 2
√
n
4
− n+ 2
√
n
4
)
x+
(
n+ 2
√
n
4
− n+
√
n
2
)
= 0
x2 +
(
n+ 2
√
n− 2n− 2√n
4
)
= 0
x2 +
(−n
4
)
= 0.
Assim, a energia de G vem dada por
E(G) = n+
√
n
2
+ (n− 1)
(√
n
2
)
=
n+
√
n+ n
√
n−√n
2
=
n
2
(
1 +
√
n
)
.
Reciprocamente, suponha-se que
E(G) = n
2
(
1 +
√
n
)
.
Logo,
E(G) = n+
√
n+ n
√
n−√n
2
=
n+
√
n
2
+
√
(n− 1) (n2 − n)
4
=
n+
√
n
2
+
√
(n− 1)
(
n+
√
n
2
)(
2n− n−√n
2
)
=
n+
√
n
2
+
√
(n− 1)
(
n+
√
n
2
)(
n− n+
√
n
2
)
=
n+
√
n
2
+
√√√√(n− 1)[n(n+√n
2
)
−
(
n+
√
n
2
)2]
. (3.24)
Note-se que na demonstrac¸a˜o do Teorema 3.1, com 2m
n
= n+
√
n
2
≥ 1, a igualdade (3.24) era
satisfeita quando G e´ um grafo regular de grau n+
√
n
2
, cujos valores pro´prios sa˜o tais que
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λ1 =
n+
√
n
2
, e
|λi| =
√
2m− (2m
n
)2
n− 1
=
√√√√n(n+√n2 )− (n+√n2 )2
n− 1
=
√
n2 − n
4 (n− 1)
=
√
n
2
,
para i = 2, 3, . . . , n.
Dos treˆs grafos poss´ıveis no Teorema 3.1, o u´nico que satisfaz estas condic¸o˜es nos
valores pro´prios e´ o grafo conexo fortemente regular com paraˆmetros (n, n+
√
n
2
, ψ, µ) e
valores pro´prios iguais a λ1 =
n+
√
n
2
(valor pro´prio trivial), λ2 =
√
n
2
e λ3 = −
√
n
2
.
Os paraˆmetros ψ e µ podem ser obtidos de (3.20) considerando 2m
n
= n+
√
n
2
, tal como a
seguir se indica.
µ = ψ =
2m(2m− n)
n2(n− 1)
=
nn+
√
n
2
(
nn+
√
n
2
− n
)
n2(n− 1)
=
n2 (n+
√
n) (n+
√
n− 2)
4n2(n− 1)
=
n2 + 2n
√
n− n− 2√n
4(n− 1)
=
n (n− 1) + 2√n (n− 1)
4 (n− 1)
=
n+ 2
√
n
4
.
Consequentemente, G e´ um grafo fortemente regular com paraˆmetros
(
n, n+
√
n
2
, n+2
√
n
4
, n+2
√
n
4
)
.
2
Antes de introduzir a pro´xima proposic¸a˜o, relembra-se a definic¸a˜o de um design 2 −
(v, k, τ).
Definic¸a˜o 3.2 [5] (Design 2 − (v, k, τ)). Dados os inteiros positivos k, v e τ tais que
2 < k < v, o par (X,B) diz-se um design 2−(v, k, τ) , se X e´ um conjunto de cardinalidade
v e B e´ uma colec¸a˜o de k- subconjuntos de X, designados por blocos, onde quaisquer 2
elementos de X esta˜o contidos em exactamente τ blocos.
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Quando |B| = b = v, ou seja, quando o nu´mero de blocos e´ igual a` cardinalidade de X,
diz-se que o design 2− (v, k, τ) e´ sime´trico. De modo equivalente, tambe´m se pode afirmar
que o design 2 − (v, k, τ) e´ sime´trico, se k = r, onde r denota o nu´mero de blocos que
conte´m um elemento x ∈ X.
Se (X,B) e´ um design 2− (v, k, τ), enta˜o
r = τ
v − 1
k − 1
⇔ rk = τ (v − 1) + r, (3.25)
(para mais detalhes, ver [5, pa´ginas 241-243]).
A matriz de incideˆncia C de um design 2− (v, k, τ) e´ uma matriz de ordem v × b, tal
que para cada xi ∈ X, e cada bloco Bj de B, a entrada (i, j) e´ igual a 1 se xi ∈ Bj e igual
a 0 no caso contra´rio. O grafo de incideˆncia de um design e´ definido pelo grafo G com
matriz de adjaceˆncia
A(G) =
[
0 C
CT 0
]
,
ou seja, e´ tal que o conjunto dos ve´rtices de G e´ formado pela reunia˜o do conjunto de
elementos de X com os elementos que constituem os blocos de B, e um ve´rtice x ∈ X esta´
ligado a um ve´rtice B ∈ B se x ∈ B.
O grafo de incideˆncia de um design sime´trico 2−(v, k, τ) com v > k > τ > 0 tem valores
pro´prios iguais a k,
√
k − τ (com multiplicidade v−1), −√k − τ (com multiplicidade v−1),
e −k. Com efeito, seja
A =
[
0 C
CT 0
]
a matriz de adjaceˆncia do grafo de incideˆncia de um design sime´trico 2 − (v, k, τ) com
v > k > τ > 0. Dado que
A2 =
[
CCT 0
0 CTC
]
,
os valores pro´prios de A sa˜o as ra´ızes quadradas dos valores pro´prios de CCT ou CTC (que
coincidem exceto no nu´mero de zeros). A matriz quadrada CCT tem a forma (ver [5, pag.
242])
CCT =

k τ · · · τ
τ k · · · τ
...
...
. . .
...
τ τ · · · k
 .
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Logo, o polino´mio caracter´ıstico de CCT vem dado por
φCCT (x) = det
(
xI − CCT )
=
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− k −τ · · · −τ
−τ x− k · · · −τ
...
...
. . .
...
−τ −τ · · · x− k
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− k + (v − 1) (−τ) x− k + (v − 1) (−τ) · · · x− k + (v − 1) (−τ)
−τ x− k · · · −τ
...
...
. . .
...
−τ −τ · · · x− k
∣∣∣∣∣∣∣∣∣(3.26)
= (x− k + (v − 1) (−τ))
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
0 x− k + τ · · · 0
...
...
. . .
...
0 0 · · · x− k + τ
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (3.27)
= (x− (k + τ (v − 1))) (x− k + τ)v−1 . (3.28)
A igualdade (3.26) obte´m-se adicionando a` primeira linha todas as outras, a igualdade
(3.27) obte´m-se adicionando τ vezes a primeira linha a todas as outras, depois de se colocar
em evideˆncia (x− k + (v − 1) (−τ)) e, finalmente, a igualdade (3.28) decorre do ca´lculo do
determinante da matriz triangular superior. Por outro lado, considerando r = k em (3.25),
obte´m-se
k2 = τ (v − 1) + k.
Logo,
det
(
xI − CCT ) = (x− k2) (x− k + τ)v−1 .
Consequentemente, os valores pro´prios de A sa˜o k,
√
k − τ (com multiplicidade v − 1),
−√k − τ (com multiplicidade v − 1), e −k.
Proposic¸a˜o 3.6 [20] Seja G um grafo-(n,m) bipartido tal que n > 2 e m ≥ n
2
. Enta˜o
E(G) ≤ 2
(
2m
n
)
+
√√√√(n− 2)(2m− 2(2m
n
)2)
. (3.29)
Ale´m disso, a igualdade e´ obtida em (3.29) se e so´ se alguma das seguintes afirmac¸o˜es e´
verdadeira:
1. n = 2m e G ∼= mK2;
2. n = 2t, m = t2 e G ∼= Kt,t;
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3. n = 2v, 2
√
m < n < 2m, e G e´ o grafo de incideˆncia de um design sime´trico
2− (v, k, τ) com k = 2m
n
e τ = k(k−1)
v−1 .
Demonstrac¸a˜o. Suponha-se que G e´ um grafo bipartido. De acordo com a Proposic¸a˜o
1.3, se λ > 0 e´ um valor pro´prio de G enta˜o −λ tambe´m e´. Consequentemente,
0 <
n−1∑
i=2
λ2i = 2m− 2λ21. (3.30)
Pela desigualdade de Cauchy Schwarz aplicada aos vetores
[|λ2| |λ3| . . . |λn−1|]T e[
1 1 . . . 1
]T
, ambos com n− 2 entradas, tem-se que
E(G)− 2 |λ1| = E(G)− 2λ1 =
n−1∑
i=2
|λi| =
[|λ2| |λ3| . . . |λn−1|]

1
1
...
1
 ≤
√√√√n−1∑
i=2
λ2i
√
n− 2.
(3.31)
De (3.30) e (3.31) segue-se,
E(G) ≤ 2λ1 +
√
2m− 2λ21
√
n− 2. (3.32)
Analisando o segundo membro desta desigualdade e considerando a func¸a˜o
h(x) = 2x+
√
2m− 2x2√n− 2,
com x ∈ ]0,√m[ (atendendo a que 0 < λ1 <
√
m, ver (3.30)), obte´m-se
h′(x) = 2− 4x
2
√
2m− 2x2
√
n− 2
=
2
√
2m− 2x2 − 2x√n− 2√
2m− 2x2 .
Note-se que h′(x) < 0 se e so´ se
2
√
2m− 2x2 − 2x√n− 2 < 0
⇔ 2
√
2m− 2x2 < 2x√n− 2
⇔ 2m− 2x2 < x2 (n− 2)
⇔ 2m < 2x2 + nx2 − 2x2
⇔
√
2m
n
< x.
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Enta˜o h′(x) < 0 no intervalo
]√
2m
n
,
√
m
[
. Assim a func¸a˜o h(x) e´ decrescente no intervalo]√
2m
n
,
√
m
[
. Uma vez que
√
2m
n
≤ 2m
n
≤ λ1 ≤
√
m (ver 3.12 e 3.30) tem-se
h (λ1) ≤ h
(
2m
n
)
,
isto e´,
h (λ1) = 2λ1 +
√
2m− 2λ21
√
n− 2 ≤ 2
(
2m
n
)
+
√
2m− 2
(
2m
n
)2√
n− 2 = h
(
2m
n
)
.
(3.33)
Logo, de (3.32) e (3.33) obte´m-se
E(G) ≤ 2
(
2m
n
)
+
√
2m− 2
(
2m
n
)2√
n− 2.
Agora prova-se a u´ltima parte da proposic¸a˜o.
Considere-se o grafo mK2, com m =
n
2
, enta˜o
2
(
2m
n
)
+
√
2m− 2
(
2m
n
)2√
n− 2 = 2 +√n− 2√n− 2 = 2 + n− 2 = n = E (mK2) ,
de acordo com (2.2).
Considere-se agora o grafo Kt,t para o qual se obte´m n = 2t e m = t
2 enta˜o
2
(
2m
n
)
+
√
2m− 2
(
2m
n
)2√
n− 2 = 2
(
2t2
2t
)
+
√
2t2 − 2
(
2t2
2t
)2√
2t− 2
= 2t+
√
2t2 − 2t2√2t− 2
= 2t
= E(Kt,t),
de acordo com (2.3).
Considere-se ainda G como sendo o grafo de incideˆncia de um design sime´trico 2 −
(v, k, τ) para o qual se obte´m k = 2m
n
e τ = k(k−1)
v−1 , onde n = 2v e 2
√
m < n < 2m. Os valo-
res pro´prios de G sa˜o k,
√
k − τ (com multiplicidade v− 1), −√k − τ (com multiplicidade
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v − 1), e −k. Logo, a energia deste grafo vem dada por
E(G) = 2k + 2(v − 1)√k − τ
= 2
(
2m
n
)
+ (n− 2)
√
2m
n
−
2m
n
(
2m
n
− 1)
n
2
− 1
= 2
(
2m
n
)
+
√
(n− 2)2
(
2m
n
− 22m(2m− n)
n2(n− 2)
)
= 2
(
2m
n
)
+
√
(n− 2)2
(
2mn2 − 4mn− 8m2 + 4mn
n2(n− 2)
)
= 2
(
2m
n
)
+
√
2m− 2
(
2m
n
)2√
n− 2.
Assim, mostrou-se que se G e´ quaisquer dos grafos dos pontos 1. 2. ou 3. a igualdade
(3.29) verifica-se.
Reciprocamente, suponha-se que a igualdade (3.29) se verifica. De (3.32) e (3.33)
obte´m-se
2
(
2m
n
)
+
√
2m− 2
(
2m
n
)2√
n− 2 = E(G)
≤ 2λ1 +
√
2m− 2λ21
√
n− 2
≤ 2
(
2m
n
)
+
√
2m− 2
(
2m
n
)2√
n− 2.
Logo,
2λ1 +
√
2m− 2λ21
√
n− 2 = 2
(
2m
n
)
+
√
2m− 2
(
2m
n
)2√
n− 2
⇔
(
2λ1 − 2
(
2m
n
))
+
√
n− 2
√2m− 2λ21 −
√
2m− 2
(
2m
n
)2
⇔ λ1 = 2m
n
.
Assim G e´ um grafo regular de grau 2m
n
(ver Lema 1.1). Tambe´m, dado que G e´ um grafo
bipartido por hipo´tese, λn = −2mn (ver Proposic¸a˜o 1.3).
Por outro lado, a igualdade (3.29) verifica-se se e so´ se a desigualdade de Cauchy
Schwarz (3.31) se verifica na forma de igualdade. Pore´m, sabe-se que esta igualdade se
verifica se e so´ se os vetores
[|λ2| |λ3| . . . |λn−1|]T e [1 1 . . . 1]T , ambos com n− 2
entradas, sa˜o linearmente dependentes, isto e´, se e so´ se |λ2| = |λ3| = · · · = |λn−1| .
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Assim, de acordo com (3.31)
n−1∑
i=2
|λi| =
√√√√n−1∑
i=2
λ2i
√
n− 2
=
√
(n− 2) (2m− 2λ21)
=
√√√√(n− 2)(2m− 2(2m
n
)2)
⇔ (n− 2) |λi| =
√√√√(n− 2)(2m− 2(2m
n
)2)
para i = 2, 3, . . . , n− 1.
⇔ |λi| =
√
2m− 2 (2m
n
)2
n− 2 para i = 2, 3, . . . , n− 1,
ou seja, λi =
√
2m−2( 2mn )
2
n−2 ou λi = −
√
2m−2( 2mn )
2
n−2 para i = 2, 3, . . . , n− 1.
Assim, teˆm-se as seguintes possibilidades:
1. O grafo G tem todos os valores pro´prios com o mesmo valor absoluto, isto e´
2m
n
=
√
2m− 2 (2m
n
)2
n− 2
⇔ 2m
n
=
√
(n− 2)
(
2m− 2 (2m
n
)2)
n− 2
⇔
(
2m(n− 2)
n
)2
= (n− 2)
(
2m− 2
(
2m
n
)2)
⇔ (2m(n− 2))
2
n2
= 2m(n− 2)− 2 (n− 2)
(
2m
n
)2
⇔ 2m(n− 2) = n2 − 4m
⇔ 2mn = n2
⇔ m = n
2
.
Assim, neste caso, G e´ um grafo regular de grau 2m
n
= 1. Sabe-se que cada compo-
nente conexa de um grafo regular G de grau 1 e´ isomorfa com o grafo K2 (ver [6, pag.
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72]), e dado que G tem m = n
2
arestas, G e´ o grafo n
2
K2 cujos valores pro´prios sa˜o
1 e −1, ambos com multiplicidade n
2
. Note-se que estes valores pro´prios satisfazem
λ1 =
2m
n
= 1, λn = −1 e |λi| =
√
2m−2( 2mn )
2
n−2 = 1 para i = 2, 3, . . . , n− 1.
2. O grafo G na˜o tem todos os valores pro´prios com o mesmo valor absoluto.
(a) O grafo G tem treˆs valores pro´prios distintos. Consequentemente, os valores
pro´prios distintos sa˜o λ1 =
2m
n
, λn = −2mn e λi = 0 para i = 2, 3, . . . , n − 1
(atendendo a que
n∑
i=1
λi = 0). Note-se que por hipo´tese m ≥ n2 , logo G na˜o tem
ve´rtices isolados. Assim, pela Proposic¸a˜o 1.4, G e´ um grafo bipartido completo,
e dado que e´ regular, G e´ o grafo Kn
2
,n
2
. Assim,√
2m− 2 (2m
n
)2
n− 2 = 0
⇔ 2m− 2
(
2m
n
)2
= 0
⇔ √m = 2m
n
⇔ n
2
=
√
m.
Consequentemente, G e´ o grafoK√m,√m, cujos valores pro´prios sa˜o
√
m, 0, . . . , 0,−√m.
(b) O grafo G tem quatro valores pro´prios distintos. Logo, os valores pro´prios
distintos sa˜o 2m
n
,
√
2m−2( 2mn )
2
n−2 , −
√
2m−2( 2mn )
2
n−2 e −2mn . Dado que G e´ um grafo
bipartido (por hipo´tese da proposic¸a˜o) e regular de grau k = 2m
n
, cada parte da
bipartic¸a˜o dos ve´rtices tem cardinalidade n
2
.
Sabe-se que a partir do espetro de um grafo G se pode verificar se G e´ ou na˜o
o grafo de incideˆncia de um design sime´trico (ver [6, pag. 166]). Tendo em
conta que dado um design sime´trico 2 − (v, k, τ) com v = n
2
, k = 2m
n
e τ =
k(k−1)
v−1 se obte´m um grafo de incideˆncia com os valores pro´prios acima indicados,
assim pode-se concluir que G e´ o grafo de incideˆncia deste design. Note-se
que os valores pro´prios deste grafo sa˜o k = 2m
n
,
√
k − τ =
√
2m
n
−
2m
n (
2m
n
−1)
n
2
−1 =√
2m
n
− 4m(2m−n)
n2(n−2) =
√
2mn(n−2)−4m(2m−n)
n2(n−2) =
√
2mn2−8m2
n2(n−2) =
√
2m−2( 2mn )
2
(n−2) (com
multiplicidade n−2
2
), −√k − λ = −
√
2m−2( 2mn )
2
n−2 (com multiplicidade
n−2
2
), e
−k = −2m
n
.
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2
Exemplo 3.3 Considere-se o grafo-(n,m) completo Kn com n > 1, para o qual m =
n(n−1)
2
. Sabe-se que E(Kn) = 2n− 2.
Segue-se uma tabela onde sa˜o calculados, para Kn, os minorantes obtidos nos resultados
anteriores.
Minorante para E(Kn)
Proposic¸a˜o 3.1 2m
λ1
= 2
n−1
n(n−1)
2
= n
Proposic¸a˜o 3.2
√
2m+ n (n− 1) |det(A)|2/n =
√
n(n− 1) + n (n− 1) (n− 1)2/n
=
√
n(n− 1)
[
1 + (n− 1)2/n
]
Corola´rio 3.1
√
2m+ n (n− 1) = √n(n− 1) + n (n− 1) = √2n (n− 1)
Proposic¸a˜o 3.3 2
√
m = 2
√
n(n−1)
2
=
√
2n(n− 1)
Proposic¸a˜o 3.4 2
√
n− 1
Se n ≥ 2, tem-se que
(n− 2)2 ≥ 0
⇔ n2 ≥ 4 (n− 1)
⇔ n ≥ 2√n− 1, (3.34)
e tambe´m
n (n− 2) ≥ 0
⇔ 2n2 − 2n ≥ n2
⇔
√
2n (n− 1) ≥ n. (3.35)
Adicionalmente,
n− 1 ≥ 1
⇔ (n− 1)2/n ≥ 1
⇔ 1 + (n− 1)2/n ≥ 2
⇔ n(n− 1)
[
1 + (n− 1)2/n
]
≥ 2n (n− 1)
⇔
√
n(n− 1)
[
1 + (n− 1)2/n
]
≥
√
2n (n− 1). (3.36)
Consequentemente, de (3.34), (3.35) e (3.36) pode-se observar que para grafos completos
com 2 ou mais ve´rtices, o melhor minorante e´ dado pela Proposic¸a˜o 3.2.
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Segue-se uma tabela onde sa˜o calculados, para Kn, os majorantes obtidos nos resultados
anteriores.
Majorante para E(Kn)
Proposic¸a˜o 3.2
√
2mn =
√
n(n− 1)n = n√n− 1
Corolario 3.1 n
√
n− 1
Proposic¸a˜o 3.3 2m = n(n− 1)
Teorema 3.1 2n− 2
Proposic¸a˜o 3.5 n
2
(1 +
√
n)
Dado que o majorante de E(G) do Teorema 3.1 e´ atingido para G = Kn, analise-se os
restantes majorantes.
Se n ≥ 2, tem-se que
0 ≤ n2 (n− 2) (n− 1)
⇔ 0 ≤ n4 − 3n3 + 2n2
⇔ n3 − n2 ≤ n4 − 2n3 + n2
⇔ n2 (n− 1) ≤ (n2 − n)2
⇔ n√n− 1 ≤ n (n− 1) . (3.37)
Analisando a func¸a˜o f(x) = 3x − 2√x com x ∈ [3,+∞[, conclui-se que f ′(x) = 3 − 1√
x
.
Note-se que f ′(x) > 0 ∀x ∈ [3,+∞[. Assim, f e´ uma func¸a˜o crescente nesse intervalo.
Logo, o minorante para f e´ igual a f(3) = 9 − 2√3 ≈ 5.53 > 5. Consequentemente,
f(x) > 5 ∀x ∈ [3,+∞[. Assim,
f(n) = 3n− 2√n > 5,
para n ≥ 3.
⇔ (1 +√n)2 = 1 + 2√n+ n < 4 (n− 1)
⇔ 1 +√n < 2√n− 1
⇔ n
2
(
1 +
√
n
)
< n
√
n− 1 (3.38)
Consequentemente, de (3.37) e (3.38) pode-se observar que para grafos completos com 3
ou mais ve´rtices, o melhor majorante e´ dado pela Proposic¸a˜o 3.5.
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Cap´ıtulo 4
Grafos hiperenerge´ticos e
hipoenerge´ticos
4.1 Energia de grafos hiperenerge´ticos
Ate´ a` de´cada de 70 pensava-se que o grafo Kn tinha a maior energia entre todos os grafos
com n ve´rtices. Pore´m, em 1980 Godsil construiu um grafo com n ve´rtices cuja energia
excede a energia de Kn. Por esta raza˜o, os grafos com n ve´rtices cuja energia e´ maior que a
energia de Kn sa˜o designados por grafos hiperenerge´ticos. O principal objetivo desta secc¸a˜o
e´ estudar a energia destes grafos. Os resultados apresentados podem ser encontrados em
[17, 18, 29].
Definic¸a˜o 4.1 [12] Um grafo G de ordem n > 1 diz-se hiperenerge´tico se
E(G) > 2n− 2.
Do teorema a seguir decorre a existeˆncia de famı´lias infinitas de grafos hiperenerge´ticos.
Teorema 4.1 [29] Sa˜o famı´lias de grafos hiperenerge´ticos as seguintes:
1. Grafo linha de Kn para n ≥ 5.
2. Grafo linha de Kn,n para n ≥ 4.
3. Grafo linha do hiperoctaedro Hn para n ≥ 6.
Demonstrac¸a˜o. Considere-se Kn, o grafo-(n,m) completo com n ≥ 5 e m = n(n−1)2 .
Este e´ um grafo regular de grau n−1, cujos valores pro´prios sa˜o n−1 (com multiplicidade
1) e −1 (com multiplicidade n− 1). Logo, o polino´mio caracter´ıstico de Kn vem dado por
PKn (λ) = (λ− n+ 1) (λ+ 1)n−1 .
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Pela Proposic¸a˜o 1.5, o polino´mio caracter´ıstico do grafo linha de Kn, L (Kn), e´ dado por
PL(Kn) (λ) = (λ+ 2)
m−n PKn (λ− (n− 1) + 2)
= (λ+ 2)
n(n−1)
2
−n PKn (λ− n+ 3)
= (λ+ 2)
n2−3n
2 [(λ− n+ 3)− n+ 1] [(λ− n+ 3) + 1]n−1
= (λ+ 2)
n2−3n
2 (λ− 2n+ 4) (λ− n+ 4)n−1 .
Consequentemente, os valores pro´prios de L (Kn) sa˜o −2 (com multiplicidade n2−3n2 ), 2n−4
(com multiplicidade 1) e n − 4 (com multiplicidade n − 1). Assim, E (L (Kn)) vem dada
por
E (L (Kn)) = 2
(
n2 − 3n
2
)
+ 2n− 4 + (n− 4) (n− 1)
= n2 − n− 4 + n2 − 5n+ 4
= 2n2 − 6n.
Pela Definic¸a˜o 4.1, o grafo L (Kn) com n(n−1)2 ve´rtices e´ hiperenerge´tico se
E (L (Kn)) > 2
(
n (n− 1)
2
)
− 2 = n2 − n− 2.
⇔ 2n2 − 6n > n2 − n− 2
⇔ n(n− 5) > −2.
Dado que n ≥ 5, n (n− 5) > −2. Consequentemente, o grafo L (Kn) e´ hiperenerge´tico.
Considere-se agora Kn,n, o grafo-(2n, n
2) bipartido completo onde n ≥ 4. Este e´ um
grafo regular de grau n, cujos valores pro´prios sa˜o n, 0, . . . , 0,−n. Logo, o polino´mio ca-
racter´ıstico de Kn,n vem dado por
PKn,n (λ) = λ
2n−2 (λ− n) (λ+ n) .
Pela Proposic¸a˜o 1.5, o polino´mio caracter´ıstico do grafo linha de Kn,n, L (Kn,n), e´ dado
por
PL(Kn,n) (λ) = (λ+ 2)
n2−2n PKn,n (λ− n+ 2)
= (λ+ 2)n
2−2n (λ− n+ 2)2n−2 [(λ− n+ 2)− n] [(λ− n+ 2) + n]
= (λ+ 2)n
2−2n (λ− n+ 2)2n−2 (λ− 2n+ 2) (λ+ 2)
= (λ+ 2)n
2−2n+1 (λ− n+ 2)2n−2 (λ− 2n+ 2) .
Consequentemente, os valores pro´prios de L (Kn,n) sa˜o −2 (com multiplicidade n2−2n+1),
n − 2 (com multiplicidade 2n − 2) e 2n − 2 (com multiplicidade 1). Assim, E (L (Kn,n))
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vem dada por
E (L (Kn,n)) = 2
(
n2 − 2n+ 1)+ (n− 2) (2n− 2) + 2n− 2
= 2n2 − 4n+ 2 + 2n2 − 2n− 4n+ 4 + 2n− 2
= 4n2 − 8n+ 4.
Pela Definic¸a˜o 4.1, o grafo L (Kn,n) com n2 ve´rtices e´ hiperenerge´tico se
E (L (Kn,n)) > 2n2 − 2.
⇔ 4n2 − 8n+ 4 > 2n2 − 2
⇔ 2n2 − 8n > −6
⇔ n(n− 4) > −3.
Dado que n ≥ 4, n (n− 4) > −3. Consequentemente, o grafo L (Kn,n) e´ hiperenerge´tico.
Finalmente, considere-se o hiperoctaedro com n ve´rtices Hn, que e´ o grafo complementar
do grafo n
2
K2. Sabe-se que o grafo
n
2
K2 e´ regular de grau 1, tem
n
2
arestas e os seus
valores pro´prios sa˜o 1 e −1, ambos com multiplicidade n
2
. Pela Proposic¸a˜o 1.6, os valores
pro´prios de Hn sa˜o n− 2 (com multiplicidade 1), −2 (com multiplicidade n2 − 1) e 0 (com
multiplicidade n
2
). Consequentemente, o polino´mio caracter´ıstico de Hn vem dado por
PHn (λ) = λ
n
2 (λ− n+ 2) (λ+ 2)n2−1 . (4.1)
Note-se que Hn tem n
(
n
2
− 1) arestas, logo, pela Proposic¸a˜o 1.5 e por (4.1), o polino´mio
caracter´ıstico do grafo linha de Hn, L (Hn), e´ dado por
PL(Hn) (λ) = (λ+ 2)
n(n2−1)−n PHn (λ− (n− 2) + 2)
= (λ+ 2)n(
n
2
−2) PHn (λ− n+ 4)
= (λ+ 2)n(
n
2
−2) (λ− n+ 4)n2 [(λ− n+ 4)− n+ 2] [(λ− n+ 4) + 2]n2−1
= (λ+ 2)n(
n
2
−2) (λ− n+ 4)n2 (λ− 2n+ 6) (λ− n+ 6)n2−1 .
Consequentemente, os valores pro´prios de L (Hn) sa˜o −2 (com multiplicidade n
(
n
2
− 2)),
n − 4 (com multiplicidade n
2
), 2n − 6 (com multiplicidade 1) e n − 6 (com multiplicidade
n
2
− 1). Assumindo-se que n ≥ 6, E (L (Hn)) vem dada por
E (L (Hn)) = 2
(
n2
2
− 2n
)
+ (n− 4) n
2
+ 2n− 6 + (n− 6)
(n
2
− 1
)
= n2 − 4n+ n
2
2
− 2n+ 2n− 6 + n
2
2
− n− 3n+ 6
= 2n2 − 8n.
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Pela Definic¸a˜o 4.1, o grafo L (Hn) com n
(
n
2
− 1) ve´rtices e´ hiperenerge´tico se
E (L (Hn)) > 2n
(n
2
− 1
)
− 2.
⇔ 2n2 − 8n > 2n
(n
2
− 1
)
− 2
⇔ 2n2 − 8n > n2 − 2n− 2
⇔ n(n− 6) > −2.
Dado que n ≥ 6, n (n− 6) > −2. Consequentemente, o grafo L (Hn) e´ hiperenerge´tico. 2
Sejam G um grafo-(n,m) e L (G) o grafo linha de G. Se os graus dos ve´rtices de G sa˜o
d1, d2, . . . , dn enta˜o o nu´mero de ve´rtices p e o nu´mero de arestas q de L (G) veˆm dados
por:
p = m
q =
1
2
n∑
i=1
d2i −m.
Seja R = R (G) a matriz de incideˆncia de ordem m× n do grafo G. Sabe-se que:
RTR = D(G) + A(G) (4.2)
RRT = 2Ip + A (L (G)) , (4.3)
onde A(G) e´ a matriz de adjaceˆncia do grafo G, D(G) = diag (d1, d2, . . . , dn), Ip e´ a matriz
identidade de ordem p, e A (L (G)) e´ a matriz de adjaceˆncia do grafo linha de G.
Da equac¸a˜o (4.2) decorre que D(G) + A(G) e´ uma matriz definida na˜o negativa e,
consequentemente, os seus valores pro´prios sa˜o todos na˜o negativos.
Considerando as matrizes
U =
[
λIm −R
O In
]
e V =
[
Im R
RT λIn
]
,
obte´m-se
UV =
[
λIm −RRT O
RT λIn
]
e V U =
[
λIm O
λRT λIn −RTR
]
.
Dado que det (UV ) = det (V U) tem-se
λn det
(
λIm −RRT
)
= λm det
(
λIn −RTR
)
m
det
(
λIm −RRT
)
= λm−n det
(
λIn −RTR
) (4.4)
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Consequentemente o polino´mio caracter´ıstico de A (L (G)) vem dado por
PL(G) (λ) = det (λIm − A (L (G)))
= det
(
λIm + 2Im −RRT
)
(4.5)
= det
(
(λ+ 2) Im −RRT
)
= (λ+ 2)m−n det
(
(λ+ 2) In −RTR
)
(4.6)
= (λ+ 2)m−n det [(λ+ 2) In − (D(G) + A(G))] . (4.7)
A igualdade (4.5) obte´m-se de (4.3), a igualdade (4.6) decorre de (4.4) e, finalmente, a
igualdade (4.7) obte´m-se de (4.2). Note-se que se G e´ um grafo k-regular se obte´m a
Proposic¸a˜o 1.5.
Se os valores pro´prios de D(G) + A(G) sa˜o σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σn ≥ 0, enta˜o
n∑
i=1
σi =
n∑
i=1
di (4.8)
= 2m.
A igualdade (4.8) decorre do facto do trac¸o de D(G) + A(G) ser igual a` soma dos seus
valores pro´prios. Consequentemente, de (4.7) tem-se que os valores pro´prios de L (G) sa˜o
−2 (com multiplicidade m − n) e σi − 2, i = 1, 2, . . . , n. Assim, para a energia de L (G)
vem que:
E (L (G)) = 2 (m− n) +
n∑
i=1
|σi − 2|
≥ 2 (m− n) +
n∑
i=1
(|σi| − 2)
= 2 (m− n) +
n∑
i=1
σi − 2n
= 4 (m− n) .
Equivalentemente,
E (L (G)) ≥ 2 (m− 1) + (2m− 4n+ 2) . (4.9)
Tendo em conta a desigualdade (4.9), quando 2m−4n+2 > 0 (que e´ equivalente a m ≥ 2n),
E (L (G)) > 2m− 2, isto e´, o grafo L (G) e´ hiperenerge´tico.
Note-se que qualquer que seja o grafo m ≤ n(n−1)
2
. Logo, se m ≥ 2n enta˜o n ≥ 5.
Assim, pode-se concluir o seguinte resultado obtido por Y. Hou e I. Gutman que estende
o Teorema 4.1.
Teorema 4.2 [17] Seja n ≥ 5 e seja G um grafo-(n,m). Se m ≥ 2n, enta˜o L (G) e´
hiperenerge´tico.
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Figura 4.1: Grafo-(5, 9)
O grafo linha do grafo-(5, 9) obtido depois de se eliminar uma aresta de K5 e´ hipere-
nerge´tico.
Por outro lado, na˜o existem grafos-(5, 8) cujos grafos linha sa˜o hiperenerge´ticos [17].
Para qualquer inteiro m ≥ 12, existe um inteiro n ≥ 6, tal que 2n ≤ m ≤ n(n−1)
2
. Estas
desigualdades conjuntamente com o Teorema 4.2 implicam o seguinte corola´rio.
Corola´rio 4.1 [17] Qualquer que seja m ≥ 12, existe um grafo-(n,m) cujo grafo linha e´
hiperenerge´tico.
Ate´ agora apenas se consideraram grafos hiperenerge´ticos que sa˜o grafos linha. O
teorema a seguir ilustra a existeˆncia de grafos hiperenerge´ticos que na˜o sa˜o grafos linha.
Teorema 4.3 [18] O grafo Confereˆncia Cfn e´ hiperenerge´tico para n > 9.
Demonstrac¸a˜o. O grafo Confereˆncia Cfn e´ um grafo fortemente regular com paraˆmetros
(n = 4t+ 1, 2t, t− 1, t) para algum inteiro t ≥ 1 (ver Exemplo 3.2).
De acordo com (3.10), e dado que t ≥ 1, os valores pro´prios de Cfn sa˜o 2t (valor pro´prio
trivial) e as ra´ızes r, s da equac¸a˜o quadra´tica
x2 + [t− (t− 1)]x+ (t− 2t) = 0
x2 + x− t = 0.
Logo,
r =
−1 +√1− 4 (−t)
2
= −1−
√
1 + 4t
2
s =
−1−√1− 4 (−t)
2
= −1 +
√
1 + 4t
2
.
O valor pro´prio 2t tem multiplicidade 1, e as multiplicidades mr de r e ms de s, podem
calcular-se a partir do sistema de equac¸o˜es:
mr +ms = 4t (4.10)
2t+mr
(
−1−
√
1 + 4t
2
)
+ms
(
−1 +
√
1 + 4t
2
)
= 0.
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Substituindo na segunda equac¸a˜o mr por 4t−ms obte´m-se
2t+ (4t−ms)
(
−1−
√
1 + 4t
2
)
+ms
(
−1 +
√
1 + 4t
2
)
= 0
⇔ 4t− (4t−ms)
(
1−√1 + 4t
)
−ms −ms
√
1 + 4t = 0
⇔ 4t−
[
4t− 4t√1 + 4t−ms +ms
√
1 + 4t
]
−ms −ms
√
1 + 4t = 0
⇔ 4t√1 + 4t− 2ms
√
1 + 4t = 0
⇔ ms = 2t.
Logo de (4.10) tem-se
mr = 2t.
Assim, a energia de Cfn vem dada por
E (Cfn) = 2t+mr |r|+ms |s|
= 2t+ 2t
∣∣∣∣−1−√1 + 4t2
∣∣∣∣+ 2t ∣∣∣∣−1 +√1 + 4t2
∣∣∣∣
= 2t+ 2t
∣∣∣∣1−√1 + 4t2
∣∣∣∣+ 2t(1 +√1 + 4t2
)
.
Dado que t ≥ 1, 4t ≥ 0, logo, 1−√1 + 4t ≤ 0. Consequentemente,
E (Cfn) = 2t+ 2t
(√
1 + 4t− 1
2
)
+ 2t
(
1 +
√
1 + 4t
2
)
= 2t+ 2t
√
1 + 4t
= 2
(
n− 1
4
)
+ 2
(
n− 1
4
)√
n (4.11)
=
1
2
(√
n+ 1
)
(n− 1) .
A igualdade (4.11) decorre de n = 4t+ 1.
Assumindo n > 9, tem-se
√
n > 3, logo,(√
n− 3) (n− 1) > 0√
nn−√n− 3n+ 3 > 0√
nn−√n+ n− 1 > 3n− 3 + n− 1(√
n+ 1
)
(n− 1) > 4n− 4
1
2
(√
n+ 1
)
(n− 1) > 2n− 2.
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Assim,
E (Cfn) = 1
2
(√
n+ 1
)
(n− 1) > 2n− 2.
Consequentemente Cfn e´ um grafo hiperenerge´tico para n > 9. Note-se que se G e´ um
grafo linha, enta˜o o seu menor valor pro´prio e´ na˜o inferior a −2 e para n > 9 o menor
valor pro´prio de Cfn e´ inferior a −2. 2
No artigo [27] prova-se que quase todos os grafos sa˜o hiperenerge´ticos. Isto significa que
a` medida que se consideram grafos de ordem n cada vez maior, a proporc¸a˜o dos grafos que
sa˜o hiperenerge´ticos, em relac¸a˜o aos restantes, e´ cada vez maior. Ou seja, sendo ϕn (Z) a
probabilidade de ocorreˆncia de um grafo com a propriedade Z no conjunto dos grafos de
ordem n, onde neste caso Z e´ a propriedade de ser hiperenerge´tico, lim
n→∞
ϕn (Z) = 1.
4.2 Energia de grafos hipoenerge´ticos
O principal objetivo desta secc¸a˜o e´ estudar a energia de grafos hipoenerge´ticos e na˜o
hipoenerge´ticos. As definic¸o˜es e resultados apresentados podem ser encontrados em [7, 12,
14] e [12, 13, 15, 16, 22, 23, 24], respetivamente.
Definic¸a˜o 4.2 [12] Um grafo G de ordem n diz-se hipoenerge´tico se
E(G) < n.
Grafos para os quais
E(G) ≥ n
sa˜o chamados na˜o hipoenerge´ticos.
Definic¸a˜o 4.3 [14] Um grafo molecular e´ um grafo conexo no qual na˜o existem ve´rtices
de grau maior que treˆs.
Desde o in´ıcio do estudo da energia dos grafos que se sabe que para a maioria dos grafos
moleculares a energia excede o nu´mero de ve´rtices. Recentemente pore´m, concluiu-se que
existem apenas cinco grafos moleculares que sa˜o hipoenerge´ticos [22].
Denota-se por ∆ = ∆ (G) o grau ma´ximo do grafo G.
Teorema 4.4 [24] O grafo K2,3 e´ o u´nico grafo conexo com ∆ ≤ 3, contendo ciclos, que
e´ hipoenerge´tico.
Teorema 4.5 [13, 15] Entre as a´rvores com ∆ ≤ 3, existem exatamente quatro grafos
hipoenerge´ticos. Estes sa˜o S1, S3, S4 e W , representados na Figura 4.2.
Consequentemente, combinando o Teorema 4.4 com o Teorema 4.5, todos os grafos
conexos hipoenerge´ticos com grau ma´ximo menor ou igual a treˆs foram caracterizados.
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S1 S3 S4 W1 K2,3
Figura 4.2: Grafos moleculares hipoenerge´ticos.
K2 K2,2 W2 K3,3
Figura 4.3: Grafos conexos com grau ma´ximo dos ve´rtices na˜o superior a 3, cuja energia e´
igual ao nu´mero de ve´rtices.
Teorema 4.6 [22] Entre os grafos conexos com ∆ ≤ 3, os grafos S1, S3, S4, W e K2,3 da
Figura 4.2 sa˜o os u´nicos que sa˜o hipoenerge´ticos.
Teorema 4.7 [23] Entre todos os grafos conexos com ∆ ≤ 3, os u´nicos que teˆm energia
igual ao seu nu´mero de ve´rtices sa˜o os grafos K2, K2,2, W2 e K3,3 da Figura 4.3.
Teorema 4.8 [13, 15] Entre as a´rvores com ∆ ≥ 4, existe uma infinidade de grafos hipo-
energe´ticos.
Tendo em conta o Teorema 4.8, e´ conveniente mencionar que se o grau ma´ximo ∆ e´ sufi-
cientemente grande, na˜o e´ dif´ıcil encontrar grafos hipoenerge´ticos. Com efeito, considere-se
o seguinte exemplo.
Exemplo 4.1 Sendo Sn uma estrela com n ve´rtices, note-se que ∆ = n − 1. De acordo
com (2.4), a sua energia vem dada por
E (Sn) = 2
√
n− 1.
Se n ≥ 3, enta˜o
0 < (n− 2)2
⇔ 0 < n2 − 4n+ 4
⇔ 4 (n− 1) < n2
⇔ 2√n− 1 < n.
Consequentemente, para n ≥ 3, Sn e´ hipoenerge´tico.
55
CAPI´TULO 4. GRAFOS HIPERENERGE´TICOS E HIPOENERGE´TICOS
Teorema 4.9 [12] Se G e´ um grafo na˜o singular (isto e´, 0 na˜o e´ um valor pro´prio de G)
enta˜o G e´ na˜o hipoenerge´tico.
Demonstrac¸a˜o. Pela desigualdade entre a Me´dia Geome´trica e a Me´dia Aritme´tica vem
que
1
n
E(G) = 1
n
n∑
i=1
|λi|
≥ n
√√√√ n∏
i=1
|λi|
= n
√
|det (A(G))|.
Uma vez que det (A (G)) e´ necessariamente um inteiro e G e´ um grafo na˜o singular, enta˜o
|det (A(G))| ≥ 1. Logo, n√|det (A(G))| ≥ 1. Assim,
1
n
E(G) ≥ 1.
Consequentemente, G e´ na˜o hipoenerge´tico. 2
Teorema 4.10 [12] Seja G um grafo-(n,m). Se m ≥ n2
4
, enta˜o G e´ na˜o hipoenerge´tico.
Demonstrac¸a˜o. Sabe-se, pela Proposic¸a˜o 3.3, que para todo o grafo-(n,m) G,
E(G) ≥ 2√m.
Se m ≥ n2
4
, enta˜o 2
√
m ≥ n. Assim, E(G) ≥ n, ou seja, G e´ na˜o hipoenerge´tico. 2
Definic¸a˜o 4.4 [7] Para um inteiro k ≥ 0, o k-e´simo momento espetral de um grafo
G com valores pro´prios λ1, λ2, . . . , λn define-se como sendo
Mk = Mk (G) =
n∑
i=1
(λi)
k .
Note-se que Mk = tr
(
Ak (G)
)
, onde as entradas diagonais da matriz Ak (G) correspondem
ao nu´mero de passeios de comprimento k que comec¸am e terminam no mesmo ve´rtice. Por
convenieˆncia, A0 (G) = I.
Observac¸a˜o 4.1 O 4-e´simo momento espetral M4 (G) de um grafo-(n,m), G, e´ a soma
do nu´mero de passeios de comprimento 4 que comec¸am e terminam no ve´rtice i, para
i = 1, . . . , n. Note-se que o nu´mero de passeios de comprimento 4 que comec¸am e terminam
no ve´rtice i, fica determinado pela expressa˜o
di + si + 2ti + 2li,
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onde di corresponde ao grau do ve´rtice i, si e´ o nu´mero de caminhos de comprimento 2
com ve´rtice inicial i, ti e´ o nu´mero de quadraˆngulos aos quais o ve´rtice i pertence, e li
corresponde ao nu´mero de caminhos de comprimento 2 para os quais i e´ o ve´rtice central.
Assim,
M4 (G) =
n∑
i=1
di +
n∑
i=1
si + 2
n∑
i=1
ti + 2
n∑
i=1
li. (4.12)
Se G tem Q quadraˆngulos enta˜o
M4 (G) = 2m+
∑
ij∈E(G)
(di + dj − 2) + 8Q+ 2
n∑
i=1
(
di
2
)
= 2m+
∑
ij∈E(G)
(di + dj)− 2m+ 8Q+ 2
n∑
i=1
di!
(di − 2)!2!
=
n∑
i=1
d2i + 8Q+
n∑
i=1
di (di − 1)
= 2
n∑
i=1
d2i + 8Q−
n∑
i=1
di
= 2
n∑
i=1
d2i + 8Q− 2m. (4.13)
Exemplo 4.2 Considere-se o grafo G da Figura 4.4. Utilizando a mesma notac¸a˜o da
Observac¸a˜o 4.1 tem-se que
di + si + 2ti + 2li = 2 + 3 + 2 + 2 = 9 para i = 1, 2, 3, 4
di + si + 2ti + 2li = 3 + 4 + 4 + 6 = 17 para i = 5, 6.
De acordo com (4.12), o 4-e´simo momento espetral M4 (G) de G vem dado por
M4 (G) =
6∑
i=1
(di + si + 2ti + 2li)
= 4× 9 + 2× 17 = 70.
Por outro lado, de acordo com (4.13)
M4 (G) = 2
6∑
i=1
d2i + 8Q− 2m
= 2
(
4× 22 + 2× 32)+ 16− 14
= 70.
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1
2
5
6
3
4
Figura 4.4: Grafo G do Exemplo 4.2
Lema 4.1 [16] Seja G um grafo regular de grau r ≥ 0, com n ve´rtices. Enta˜o
M4 (G) ≤ nr3.
Adicionalmente, verifica-se a igualdade M4 (G) = nr
3 se e so´ se G consiste em a co´pias
do grafo bipartido completo Kr,r, onde a ≥ 1.
Teorema 4.11 [12] Seja G um grafo-(n,m) que conte´m Q quadraˆngulos e sejam d1, d2, . . . , dn
os graus dos ve´rtices de G. Se
M2 (G)
√
M2 (G)
M4 (G)
= 2m
√√√√√ 2m
2
n∑
i=1
d2i − 2m+ 8Q
≥ n, (4.14)
enta˜o G e´ na˜o hipoenerge´tico.
Demonstrac¸a˜o. Seja G um grafo-(n,m), e sejam λ1, λ2, . . . , λn os valores pro´prios de
G. Pela desigualdade de Cauchy Schwarz aplicada aos vetores[√|λ1| √|λ2| · · · √|λn|]T e [√|λ1|3 √|λ2|3 · · · √|λn|3]T ,
tem-se que
n∑
i=1
λ2i =
[√|λ1| √|λ2| · · · √|λn|]

√
|λ1|3√
|λ2|3
...√
|λn|3
 ≤
√√√√ n∑
i=1
|λi|
√√√√ n∑
i=1
|λi|3.
⇔
(
n∑
i=1
λ2i
)4
≤
[(
n∑
i=1
|λi|
)(
n∑
i=1
|λi|3
)]2
. (4.15)
Aplicando novamente a desigualdade Cauchy Schwarz aos vetores[|λ1| |λ2| · · · |λn|]T e [λ21 λ22 · · · λ2n]T
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obte´m-se
n∑
i=1
|λi|3 =
[|λ1| |λ2| · · · |λn|]

λ21
λ22
...
λ2n
 ≤
√√√√( n∑
i=1
λ2i
)(
n∑
i=1
λ4i
)
.
Da equac¸a˜o (4.15), decorre(
n∑
i=1
λ2i
)4
≤
(
n∑
i=1
|λi|
)2( n∑
i=1
λ2i
)(
n∑
i=1
λ4i
)
⇔
(
n∑
i=1
λ2i
)3
∑n
i=1
λ4i
≤
(
n∑
i=1
|λi|
)2
⇔ E (G) =
n∑
i=1
|λi| ≥
√√√√√√
(
n∑
i=1
λ2i
)3
∑n
i=1
λ4i
=
(
n∑
i=1
λ2i
)√√√√√√
n∑
i=1
λ2i∑n
i=1
λ4i
.
Pela Definic¸a˜o 4.4 segue-se
E (G) ≥M2 (G)
√
M2 (G)
M4 (G)
. (4.16)
Tendo em conta a Proposic¸a˜o 1.1 e a expressa˜o (4.13), tem-se
M2 (G) =
n∑
i=1
λ2i = 2m. (4.17)
e
M4 (G) = 2
n∑
i=1
d2i − 2m+ 8Q, (4.18)
respetivamente. Logo, procedendo a`s respetivas substituic¸o˜es em (4.16) obte´m-se
E (G) ≥ 2m
√√√√√ 2m
2
n∑
i=1
d2i − 2m+ 8Q
.
Consequentemente, se a desigualdade
2m
√√√√√ 2m
2
n∑
i=1
d2i − 2m+ 8Q
≥ n
se verifica, enta˜o G e´ na˜o hipoenerge´tico. 2
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Como consequeˆncia deste teorema, pode-se apresentar o corola´rio a seguir.
Corola´rio 4.2 Seja G um grafo-(n,m) sem quadraˆngulos e sejam d1, d2, . . . , dn os graus
dos seus ve´rtices. Se
m ≥ 3
√√√√(n
2
)2( n∑
i=1
d2i −m
)
, (4.19)
enta˜o G e´ na˜o hipoenerge´tico.
Demonstrac¸a˜o. Suponha-se que
m ≥ 3
√√√√(n
2
)2( n∑
i=1
d2i −m
)
⇔ m3 ≥
(n
2
)2( n∑
i=1
d2i −m
)
⇔ (2m)2 ≥ n
2
m
(
n∑
i=1
d2i −m
)
⇔ 2m ≥ n
√√√√ n∑
i=1
d2i −m
m
⇔ 2m
√√√√ mn∑
i=1
d2i −m
≥ n.
Tendo em conta o Teorema 4.11 quando Q = 0, G e´ um grafo na˜o hipoenerge´tico. 2
Exemplo 4.3 Considere-se o grafo G da Figura 4.5.
1
2 3
6 5
47
Figura 4.5: Grafo G sem quadraˆngulos que satisfaz (4.19)
Este grafo na˜o tem quadraˆngulos.
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Note-se que para este grafo, n = 7, m = 9, d1 = 3, d2 = 3, d3 = 3, d4 = 2, d5 = 3,
d6 = 2, e d7 = 2. Enta˜o,
3
√√√√(n
2
)2( n∑
i=1
d2i −m
)
=
3
√
(3.5)2 (48− 9) ≈ 7.81 < 9.
Logo G satisfaz a condic¸a˜o (4.19) e consequentemente e´ na˜o hipoenerge´tico.
Note-se que o Teorema 4.11 apresenta uma condic¸a˜o suficiente, mas na˜o necessa´ria,
para que o grafo-(n,m) G seja na˜o hipoenerge´tico. Por exemplo, considere-se o grafo-(6, 5)
W2 do Teorema 4.7. Dado que E (W2) = n, W2 e´ na˜o hipoenerge´tico. Ainda assim, para
este grafo tem-se,
2m
√√√√√ 2m
2
n∏
i=1
d2i − 2m+ 8Q
= 10
√
10
2 (4× 1 + 2× 9)− 10 ≈ 5.42 < 6 = n.
Assim, W2 trata-se de um grafo na˜o hipoenerge´tico, para o qual a condic¸a˜o (4.14) na˜o se
verifica.
Teorema 4.12 [16] Se G e´ um grafo-(n,m) regular de grau r ≥ 1, enta˜o G e´ na˜o hipo-
energe´tico. Adicionalmente, verifica-se a igualdade E(G) = n se e so´ se G consiste em a
co´pias do grafo bipartido completo Kr,r, onde a ≥ 1.
Demonstrac¸a˜o. Pela Proposic¸a˜o 3.1, tem-se que
E(G) ≥ 2m
λ1
.
Para grafos regulares de grau r, λ1 = r e 2m = nr. Logo,
E(G) ≥ n.
A segunda parte do teorema prova-se da seguinte forma. De acordo com (2.3), se G
consiste em a co´pias de Kr,r, a energia de G e´
E(G) = aE(Kr,r) = a
(
2
√
r2
)
= 2ar = n.
Reciprocamante, suponha-se que a igualdade E(G) = n se verifica. De (4.16) decorre
n ≥ nr
√
nr
M4 (G)
⇔M4 (G) ≥ r2 (nr) = nr3.
Uma vez que pelo Lema 4.1 M4 (G) ≤ nr3, combinando as duas desigualdades obte´m-se
M4 (G) = nr
3. (4.20)
Finalmente, do Lema 4.1 resulta que a igualdade (4.20) se verifica quando G consiste em
a co´pias do grafo bipartido completo Kr,r, com a ≥ 1. 2
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Definic¸a˜o 4.5 [12] Sejam a e b inteiros tais que 1 ≤ a < b. Um grafo diz-se (a, b)-biregular
se o grau de cada um dos seus ve´rtices tem apenas dois valores poss´ıveis a ou b.
Na Figura 4.6 sa˜o representados alguns exemplos de grafos (a, b)-biregulares.
Figura 4.6: a´rvore (1, 2)-biregular, a´rvore (1, 6)-biregular, grafo (3, 4)-biregular, e grafo
(2, 3)-biregular
Se T e´ uma a´rvore (a, b)-biregular com n ve´rtices, enta˜o e´ claro que o nu´mero de
quadraˆngulos numa a´rvore e´ igual a zero, isto e´, Q = 0.
Dado que as a´rvores teˆm necessariamente ve´rtices de grau 1 (ve´rtices pendentes), no
caso de ser (a, b)-biregulares, a = 1 e 1 < b ≤ n − 1. Note-se que estas a´rvores teˆm pelo
menos 3 ve´rtices e m = n − 1 arestas. Denota-se o nu´mero de ve´rtices pendentes de um
grafo por δ (G) = δ.
No que se segue ir-se-a´ calcular M2(T ) e M4(T ).
Se nb e´ o nu´mero de ve´rtices de T de grau b, enta˜o tem-se o seguinte sistema de equac¸o˜es
δ + nb = n (4.21)
1 · δ + b · nb =
n∑
i=1
di = 2m = 2 (n− 1) .
Subtraindo a primeira equac¸a˜o a` segunda obte´m-se
(b− 1)nb = n− 2,
assim
nb =
n− 2
b− 1 . (4.22)
Subtituindo (4.22) em (4.21) tem-se
δ = n− n− 2
b− 1 =
nb− n− n+ 2
b− 1 =
2 + n (b− 2)
b− 1 .
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Ale´m disso,
n∑
i=1
d2i = 1
2 · δ + b2 · nb
=
2 + n (b− 2)
b− 1 + b
2
(
n− 2
b− 1
)
=
2 + nb− 2n+ nb2 − 2b2
b− 1
=
2 + 2nb− nb− 2n+ nb2 − 2b2 + 2b− 2b
b− 1
=
(nb+ 2n− 2b− 2) (b− 1)
b− 1
= n (b+ 2)− 2 (b+ 1) .
De acordo com (4.17) e (4.18), os momentos espetrais M2 (T ) e M4 (T ) para uma a´rvore
biregular T veˆm dados por
M2 (T ) = 2 (n− 1)
e
M4 (T ) = 2 [n (b+ 2)− 2 (b+ 1)]− 2 (n− 1)
= 2nb+ 4n− 4b− 4− 2n+ 2
= 2b (n− 2) + 2 (n− 1) ,
respetivamente.
O Teorema 4.13 apresenta uma condic¸a˜o necessa´ria e suficiente para que a desigualdade
(4.14) seja satisfeita.
Teorema 4.13 [12] Seja T uma a´rvore (1, b)-biregular com n ve´rtices. Enta˜o a desigual-
dade (4.14) verifica-se se e so´ se b = 2 e n ≥ 5.
Demonstrac¸a˜o. Para uma a´rvore (1, b)-biregular com n ve´rtices, a desigualdade (4.14)
e´ dada pela expressa˜o:
2 (n− 1)
√
2 (n− 1)
2b (n− 2) + 2 (n− 1) ≥ n
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⇔ 2 (n− 1)
√
(n− 1)
b (n− 2) + (n− 1) ≥ n
⇔
√
4 (n− 1)3
b (n− 2) + (n− 1) ≥ n
⇔ 4 (n− 1)
3
n2
≥ b (n− 2) + (n− 1)
⇔ 4 (n− 1)
3 − n2 (n− 1)
n2 (n− 2) ≥ b
⇔ 4 (n
3 − 3n2 + 3n− 1)− n3 + n2
n2 (n− 2) ≥ b
⇔ 3n
3 − 11n2 + 12n− 4
n2 (n− 2) ≥ b
⇔ 3n
3 − 5n2 − 6n2 + 10n+ 2n− 4
n2 (n− 2) ≥ b
⇔ (3n
2 − 5n+ 2) (n− 2)
n2 (n− 2) ≥ b
⇔ 3n
2 − 5n+ 2
n2
≥ b. (4.23)
Dado que b > 1, tem-se
3n2 − 5n+ 2
n2
≥ 2 ⇔ n2 − 5n+ 2 ≥ 0
⇔
(
n− 5 +
√
17
2
)(
n− 5−
√
17
2
)
≥ 0
⇔

n ≥ 5+
√
17
2
∧ n ≥ 5−
√
17
2
ou
n ≤ 5+
√
17
2
∧ n ≤ 5−
√
17
2
.
Consequentemente, n ≥ 5.
Analisando a func¸a˜o
f (x) =
3x2 − 5x+ 2
x2
,
com x ∈ [5,+∞[, conclui-se que
f ′ (x) =
(6x− 5)x2 − 2x (3x2 − 5x+ 2)
x4
=
5x2 − 4x
x4
=
5x− 4
x3
.
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Note-se que f ′ (x) > 0 ∀x ∈ [5,+∞[. Assim, f e´ uma func¸a˜o crescente nesse intervalo.
Logo, o minorante para f e´ igual a f (5) = 52
25
= 2.08. Adicionalmente, uma vez que
lim
x→∞
f (x) = 3, o majorante para f e´ igual a 3. Assim, 2.08 ≤ f (x) ≤ 3, para todo o
x ∈ [5,+∞[. De (4.23) se tem que f (n) ≥ b, consequentemente, b = 2. 2
Note-se que, de acordo com o Teorema 4.13, as u´nicas a´rvores biregulares que satisfazem
a desigualdade (4.14) sa˜o os caminhos com pelo menos 5 ve´rtices.
Agora analisar-se-a´ os grafos conexos (a, b)-biregulares unic´ıclicos para os quais a desi-
gualdade (4.14) se verifica.
Seja Γ um grafo-(n,m) conexo (a, b)-biregular unic´ıclico. Para estes grafos tem-se que
m = n.
Comece-se por calcular M2(Γ) eM4(Γ).
Se nb o nu´mero de ve´rtices de Γ de grau b, enta˜o tem-se o seguinte sistema de equac¸o˜es
δ + nb = n (4.24)
1 · δ + b · nb =
n∑
i=1
di = 2m = 2n.
Subtraindo a primeira equac¸a˜o a` segunda equac¸a˜o obte´m-se
(b− 1)nb = n,
assim
nb =
n
b− 1. (4.25)
Subtituindo (4.25) em (4.24) tem-se
δ = n− n
b− 1 =
nb− n− n
b− 1 =
n (b− 2)
b− 1 .
Ale´m disso,
n∑
i=1
d2i = 1
2 · δ + b2 · nb
=
n (b− 2)
b− 1 + b
2
(
n
b− 1
)
=
nb− 2n+ nb2
b− 1
=
2nb− nb− 2n+ nb2
b− 1
=
n (b+ 2) (b− 1)
b− 1
= n (b+ 2) .
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De acordo com (4.17) e (4.18), se Γ tem Q quadraˆngulos, os momentos espetrais M2 (Γ)
e M4 (Γ) veˆm dados por
M2 (Γ) = 2n
e
M4 (Γ) = 2n (b+ 2)− 2n+ 8Q
= 2n (b+ 1) + 8Q,
respetivamente.
O teorema a seguir apresenta mais uma condic¸a˜o necessa´ria e suficiente para que a
desigualdade (4.14) seja satisfeita.
Antes pore´m, note-se que qualquer grafo-(n,m) conexo (a, b)-biregular unic´ıclico e´ tal
que a = 1 e b ≥ 3 (e recorde-se que n = m).
Teorema 4.14 [12] Seja Γ um grafo-(n, n) conexo (1, b)-biregular unic´ıclico. Enta˜o a
desigualdade (4.14) verifica-se se e so´ se Γ na˜o tem quadraˆngulos e b = 3.
Demonstrac¸a˜o. Para um grafo-(n, n) conexo (a, b)-biregular unic´ıclico com Q quadraˆngulos
Γ, a desigualdade (4.14) e´ dada pela expressa˜o:
2n
√
2n
2n (b+ 1) + 8Q
≥ n
⇔
√
8n3
2n (b+ 1) + 8Q
≥ n
⇔ 8n
3
n2
≥ 2n (b+ 1) + 8Q
⇔ 8 (n−Q)− 2n
2n
≥ b
⇔ 6n− 8Q
2n
≥ b
⇔ 3− 4Q
n
≥ b (4.26)
Uma vez que Γ e´ um grafo unic´ıclico, o nu´mero Q de quadraˆngulos e´ igual a 0 ou 1. Se
Q = 0, de (4.26) decorre que b ≤ 3, e dado que b ≥ 3, conclui-se b = 3.
Se Q = 1, de (4.26) decorre que b ≤ 3 − 4
n
, logo, b < 3, o que e´ imposs´ıvel, dado que
b ≥ 3. 2
A Figura 4.7 ilustra alguns exemplos de grafos biregulares que satisfazem o Teorema
4.14.
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Figura 4.7: Exemplos de grafos conexos (1, 3)-biregulares unic´ıclicos sem quadraˆngulos
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Cap´ıtulo 5
Concluso˜es
O estudo da energia dos grafos tem como principal motivac¸a˜o a estreita relac¸a˜o existente
entre a energia total pi−electron de uma mole´cula e a soma dos valores absolutos dos valores
pro´prios do grafo (molecular) que a representa.
Neste trabalho comec¸a-se por introduzir os conceitos ba´sicos e terminologia necessa´rios
para o bom entendimento desta dissertac¸a˜o, assim como alguns resultados utilizados ao
longo do texto.
No segundo cap´ıtulo apresenta-se a definic¸a˜o de energia de um grafo introduzida por
I. Gutman em 1978 [9] e determina-se a energia de alguns grafos particulares, mediante
aplicac¸a˜o de resultados apresentados na introduc¸a˜o, ou atrave´s do calculo direto dos seus
valores pro´prios. Neste contexto, os valores pro´prios dos grafos Cn e Pn sa˜o determinados
com recurso a resultados ba´sicos da teoria das matrizes circulantes e matrizes tridiagonais
sime´tricas, respetivamente.
No Cap´ıtulo 3 apresentam-se minorantes e majorantes para a energia de um grafo
destacando-se os obtidos por McClelland em 1971 [25], utilizando a desigualdade entre as
me´dias geome´tricas e aritme´tica, e os majorantes obtidos por J. Koolen e V. Moulton em
[19]. Caracteriza-se uma famı´lia de grafos para os quais os majorantes em [19] sa˜o atingidos
e demonstra-se que o majorante de J. Koolen e V. Moulton e´ melhor do que o obtido por
McClelland [19]. Adicionalmente, apresenta-se um majorante obtido por J. Koolen e V.
Moulton em [20] para grafos bipartidos bem como uma famı´lia de grafos bipartidos para
os quais este majorante e´ atingido.
Finaliza-se este cap´ıtulo, testando alguns dos majorantes estudados para o grafo com-
pleto Kn com n ve´rtices, concluindo-se que o melhor minorante para este grafo quando
n ≥ 2 e´ o obtido por B. McClelland em [25], e o melhor majorante para Kn quando n ≥ 3
e´ o obtido por J. Koolen e V. Moulton em [19].
Ate´ a` de´cada de 70 pensava-se que o grafo completo com n ve´rtices Kn tinha a maior
energia entre todos os grafos com n ve´rtices. Pore´m, em 1980 Godsil construiu um grafo
com n ve´rtices cuja energia excede a energia de Kn. Por esta raza˜o, os grafos cuja energia
excede a energia de Kn sa˜o designados por grafos hiperenerge´ticos. O quarto cap´ıtulo
comec¸a precisamente com o estudo deste tipo de grafos apresentando-se famı´lias de grafos
linha hiperenerge´ticos introduzidos em [29] e caracterizam-se os grafos para os quais os
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grafos linha sa˜o hiperenerge´ticos [17]. Tambe´m se apresenta um grafo hiperenerge´tico que
na˜o e´ grafo linha [18]. Neste cap´ıtulo refere-se ainda o resultado obtido em [27] segundo o
qual quase todos os grafos sa˜o hiperenerge´ticos.
Um grafo cuja energia e´ menor do que o seu nu´mero de ve´rtices e´ chamado grafo
hipoenerge´tico, e um grafo cuja energia e´ maior ou igual que o seu nu´mero de ve´rtices
e´ chamado grafo na˜o hipoenerge´tico. A segunda parte do quarto cap´ıtulo e´ dedicada ao
estudo da energia deste tipo de grafos.
Desde o in´ıcio do estudo da energia dos grafos que se sabe que a maioria dos grafos
moleculares sa˜o na˜o hipoenerge´ticos. Recentemente pore´m, concluiu-se que existem apenas
cinco grafos moleculares que sa˜o hipoenerge´ticos [22]. Estes cinco grafos sa˜o apresentados
nesta dissertac¸a˜o juntamente os quatro grafos moleculares cuja energia e´ igual ao nu´mero
de ve´rtices [23]. Apresentam-se ainda as demonstrac¸o˜es de alguns resultados sobre grafos
na˜o hipoenerge´ticos que podem ser obtidos de maneira simples e introduz-se uma condic¸a˜o
suficiente para que um grafo seja na˜o hipoenerge´tico.
Finalmente, com o objetivo de se obterem condic¸o˜es necessa´rias e suficientes para que
um grafo seja na˜o hipoenerge´tico estuda-se o caso particular dos grafos biregulares e bire-
gulares unic´ıclicos.
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